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概 要

始めに Jordan標準形を用いて行列の指数写像の性質を調べる．
次に線形 Lie群の Lie環を定義し，Lie環から線形 Lie群への指

数写像を用いて，個々の線形 Lie群，特に，線形 compact Lie群の
性質を調べる．具体的な線形 compact Lie群である特殊直交群，（特
殊）ユニタリー群の連結性を示し，Weyl群やKilling形式について
調べる．
最後に，これらの知識を利用して，球面，旗多様体，Grassmann

多様体等が等質空間になることを示し，これらの等質空間としての
表示を導く．
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0 目的と到達目標

0.1 目的

この講義の目的は，Lie環や Lie群の一般論の知識を仮定せずに，線形
代数学と微積分の知識のみを用いて具体的に与えられた線形 compact Lie

群の性質を調べることである．Lie群や Lie環の一般論を本格的に学ぶ前
に，このような事柄に親しんでおくことは一般論の理解に大きく役立つ
と考えたからである．
学部の数学から大学院への数学の橋渡しになる講義を目指す．

0.2 到達目標

⃝ 具体的に与えられた行列の指数写像が計算できるようになること．
⃝具体的に与えられた線形 compact Lie群のLie環，Killing形式，Weyl

群が計算できるようになること．
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1 Jordan標準形と行列の指数・対数

1.1 行列の指数

この節の目的はXを与えられた n次正方行列とし，n次正方行列に値
を持つ関数A(t)に関する微分方程式 Ȧ(t) = XA(t) を初期条件A(0) = 1

(1は n次単位行列)の下で解くことである (定理 1.5)．n = 1のとき，解
はA(t) = etX だから，この問題は指数関数の定義域を正方行列の場合に
拡張することに他ならない．
後の節で線形Lie群のLie環を定義する際には，この節で述べる指数写
像を用いる．

複素数 zを変数とする指数関数 ezは

ez = exp z =
∞∑

m=0

zm

m!
(収束半径∞)

とテーラー展開できる．右辺の級数は任意の zについて ez に収束する．
上の式の zを n次正方行列Xで置き換えた級数

expX =
∞∑

m=0

Xm

m!
= En +X +

X2

2!
+

X3

3!
+ · · ·

について考える．与えられた正方行列 X に対して上の級数が収束するか
どうかは問題であるが，1まず，いくつかの例について expX を計算して
みよう．

例 1.1. (1) n 次対角行列

X =

 a1
. . .

an

 に対して Xm =

 am1
. . .

amn



1この級数が収束するとは，部分和が収束することである．部分和が収束するとは，
行列の各成分が収束することである．

3



となるから，

expX =
∞∑

m=0

1

m!

 am1
. . .

amn

 =



∞∑
m=0

1

m!
am1

. . .
∞∑

m=0

1

m!
amn



=

 ea1

. . .

ean


(2) n 次上三角行列 N を

N =


0 1

0 0 1
...

. . . . . .
...

. . . 1

0 · · · 0


と定めると，Nn = Oとなる．よって，

exp tN =
n−1∑
l=0

tlN l

l!

例題 1.1. n 次正方行列

Jn(α) =


α 1 O

0 α 1
...

. . . . . . . . .
...

. . . . . . 1

0 · · · · · · 0 α

 (αは複素数)

に対して n 次上三角行列 N を

N =


0 1

0 0 1
...

. . . . . .
...

. . . 1

0 · · · 0


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と定めると

exp tJn(α) = etα
n−1∑
l=0

tlN l

l!

となることを示せ．

証明. Jn(α) = αEn +NでαEnとNは可換だから，通常の二項定理が使
えて，

(Jn(α))
m =

m∑
k=1

mCkα
m−kNk

Nn = Oに注意して，

exp tJn(α) =
∞∑

m=0

tm

m!

m∑
k=0

mCkα
m−kNk =

∞∑
m=0

m∑
k=0

tm

m!
mCkα

m−kNk

=
t0

0!
0C0α

0E

+
t1

1!
1C0α

1E +
t1

1!
1C1α

0N

+
t2

2!
2C0α

2E +
t2

2!
2C1α

1N +
t2

2!
2C2α

0N2

+
t3

3!
3C0α

3E +
t3

3!
3C1α

2N +
t3

3!
3C2α

1N2 +
t3

3!
3C3α

0N3

+ · · ·

=
∞∑

m=0

tm

m!
mC0α

mE +
∞∑

m=1

tm

m!
mC1α

m−1N +
∞∑

m=2

tm

m!
mC3α

m−2N2

+
∞∑

m=3

tm

m!
mC3α

m−3N3 + · · ·

=
∞∑
k=0

(
∞∑

m=k

tm

m!
mCkα

m−k

)
Nk (N のべきについて整理)

=
n−1∑
k=0

(
∞∑
l=0

tk+l

(k + l)!
k+lCkα

l

)
Nk (Nn = 0)

=
n−1∑
k=0

(
∞∑
l=0

tlαl

l!

)
tk

k!
Nk = etα

n−1∑
k=0

tk

k!
Nk

ゆえに主張が示された．(この場合には結果的に

exp(tJn(α)) = exp(t(αEn +N)) = exp(tαEn) exp(tN)
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となっている)

例題 1.1で扱った正方行列 Jn(α) を Jordan細胞という．2

問題 1.1. 次を示せ．

(1) 2 次交代行列

J =

(
0 −1

1 0

)
に対して exp tJ =

(
cos t − sin t

sin t cos t

)
.

(2) 2 次対称行列

A =

(
0 1

1 0

)
に対して exp tA =

(
cosh t sinh t

sinh t cosh t

)
.

(3) 成分が全て 1 の n 次正方行列

X =

1 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 1

に対して exp tX = En +
1

n
(etn − 1)X

問題 1.2. 次を示せ．

(1) (a, b) ̸= (0, 0)となる実数 a, bに対し，λ =
√
a2 + b2とおく．

X =

(
a b

b −a

)
に対し，

expX =
1

λ

(
λ coshλ+ a sinhλ b sinhλ

b sinhλ λ coshλ− a sinhλ

)

(2) (c, d) ̸= (0, 0)となる実数 c, dに対し，

Y =

(
c d

d −c

)
とおく．この Y と (1)のXについて，expX = expY ならば，X =

Y．
2細胞と言っても生物学とは関係ない．英語の Jordan cellの日本語訳．
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任意のXについて expXは収束することを示したい．そのために線形
代数でよく知られている事実を援用する．

定理 1.2. ([3, p. 178]) 複素数を成分とする任意の n次正方行列Xに対し
て複素数を成分とする正則行列 P と Jordan細胞 Jn1(α1), · · · , Jnk

(αk)が
存在して

X = P

 Jn1(α1)
. . .

Jnk
(αk)

P−1. (1.1)

Jn1(α1), · · · , Jnk
(αk)はXに対して順序を除き一意に定まる．

問題 1.3. 定理 1.2中の α1, · · · , αk はX の固有値全部と一致することを
示せ．

定理 1.3. (1) 任意のXについて expXは収束する．

(2) t(expX) = exp(tX).

(3) det(expX) = exp(trX) ̸= 0. 特に，expXは正則である．

証明. (1) Xを定理 1.2の (1.1)の形に変形すると

expX = P

 exp(Jn1(α1))
. . .

exp(Jnk
(αk))

P−1. (1.2)

(2) 部分和について

t

(
N∑

m=0

Xm

m!

)
=

N∑
m=0

(tX)m

m!

N → ∞とすると，t(expX) = exp(tX).

(3) (1)の証明中の (1.2)式を用いると

det (expX) = det (exp(Jn1(α1)) · · · det (exp(Jnk
(αk)) ((1.2)式)

= exp(n1α1) · · · exp(nkαk) (例題 1.1)

= exp(n1α1 + · · ·+ nkαk)

= exp(tr (X))

ゆえに主張が示された．
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問題 1.4. X ∈ Mn(C)について，次を示せ．

(1) expX = expX

(2) expX∗ = (expX)∗

定数係数斉次線形微分方程式

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = 0

について考えよう．新しい未知関数 y0 = y, y1, · · · , yn−1 を導入するとこ
れは次の連立微分方程式と同値である．

d

dx


y0
y1
...

yn−2

yn−1

 =


y1
y2
...

yn−1

−(a1yn−1 + · · ·+ an−1y1 + any0)


ただし，左辺の列ベクトルの微分は各成分を微分することを表す．ここで，

y =


y0
y1
...

yn−2

yn−1

 , X =



0 1 0 · · · · · · 0

0 0 1
. . . 0

...
...

. . . . . . . . .
...

0 0 · · · 0 1 0

0 0 · · · 0 0 1

−an −an−1 · · · · · · −a2 −a1


とおくと，この連立微分方程式は y′ = Xyと表せる．

そこでXを与えられた n次の正方行列とするとき，n次列ベクトルを
未知関数とする連立微分方程式

d

dt
y = Xy

について考えよう．

例題 1.2. n 次列ベクトル y(t) を未知関数とする連立微分方程式

d

dt
y(t) = Jn(α)y(t), y(0) = y0
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の解は
y(t) = exp(tJn(α))y0

によって与えられることを示せ．

証明. y(t) と y0 の第 i 成分をそれぞれ yi(t) と yi0 で表すと与えられた
連立微分方程式は 

ẏ1 = αy1 + y2,
...

ẏi = αyi + yi+1,
...

ẏn−1 = αyn−1 + yn,

ẏn = αyn

と表される．最後の微分方程式 ẏn = αynより

d

dt
(e−αtyn) = e−αtẏn − αe−αtyn (積の微分法)

= e−αt(ẏn − αyn) = 0

初期条件 yn(0) = yn0を考慮して，yn = yn0e
αt が得られる．これを一つ

上の微分方程式に代入して

ẏn−1 − αyn−1 = yn0e
αt.

積の微分法を用いて変形して

d

dt
(e−αtyn−1) = yn0

積分して
yn−1 = eαt(yn0t+ yn−1,0)

これを帰納的に繰り返して

yi+1 = eαt
n−i−1∑
j=0

tj

j!
yi+j+1,0

が得られたとすると，これを一つ上の微分方程式に代入して

ẏi = αyi + eαt
n−i−1∑
j=0

tj

j!
yi+j+1,0

9



積の微分法を用いて変形して

d

dt
(e−αtyi) =

n−i−1∑
j=0

tj

j!
yi+j+1,0

積分して

yi = eαt

(
n−i−1∑
j=0

tj+1

(j + 1)!
yi+j+1,0 + yi,0

)
= eαt

n−i∑
j=0

tj

j!
yi+j,0

ゆえに

y = eαt



∑n−1
j=0

tj

j!
yj+1,0

...∑n−i
j=0

tj

j!
yj+i,0

...

yn,0



= eαt



1 t t2

2!
· · · tn−1

(n−1)!

0 1 t · · · tn−2

(n−2)!
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . t

0 · · · · · · 0 1


y0

= exp(tJn(α))y0

よって主張が得られた．

定理 1.4. X を n 次正方行列とする．n 次列ベクトル y(t) を未知関数と
する連立微分方程式

d

dt
y(t) = Xy(t), y(0) = y0

の解は
y(t) = exp(tX)y0

によって与えられる．

証明. 定理 1.2により X は (1.1)の形になる．未知関数を z(t) = P−1y(t)

と変換すると z(t) に関する連立微分方程式

d

dt
z(t) = (P−1XP )z(t), z(0) = P−1y0
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が得られる．例題 1.2より

z(t) = exp(tP−1XP )P−1y0 = P−1(exp tX)y0

よって y(t) = exp(tX)y0.

exp : Mn(C) → Mn(C);X 7→ expX を指数写像 (exponential mapping)

という．exp(Mn(C)) ⊂ GL(n,C)が成り立つ．次の定理によってMn(C)
内の曲線 exp tXが特徴付けられる．

定理 1.5. X ∈ Mn(C)に対してMn(C)内の曲線A(t)をA(t) = exp tXと
定めると (A(t)は微分可能であり)，A(t)は初期条件

A(0) = En (1.3)

を満たす微分方程式
Ȧ(t) = XA(t) (1.4)

の解になる．逆に初期条件 (1.3)を満たす微分方程式 (1.4) の解はA(t) =

exp tXに限られる．

証明. A(t) = exp tX とおくと A(0) = En となることは明らかである．
Ȧ(t) = XA(t)を満たすことを示す．X = Jn(α) = αEn + N の形である
と仮定してよい．このとき

A(t) = eαt
n−1∑
l=0

tlN l

l!

なので

Ȧ(t) = αeαt
n−1∑
l=0

tlN l

l!
+ eαt

n−1∑
l=1

tl−1N l

(l − 1)!

= αA(t) + eαtN
n−2∑
l=0

tlN l

l!

= αA(t) + eαtN
n−1∑
l=0

tlN l

l!
(Nn = 0)

= XA(t).
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逆にA(t)が Ȧ(t) = XA(t), A(0) = Enを満たすと仮定してA(t) = exp tX

となることを示す．A = (a1 · · · a1)と表示すると与えられた微分方程
式は

ȧi = Xai, ai(0) = ei

と書き換えられる．定理 1.4より ai = (exp tX)ei．ゆえに

A = ((exp tX)e1 · · · (exp tX)en) = exp tX

が得られる．

系 1.6. (1) XY = Y Xならば exp(X + Y ) = expX expY .

(2) (expX)−1 = exp(−X).

(3) X ∈ Mn(R)が交代行列 (tX = −X)ならば expX ∈ SO(n)．

証明. (1) XY = Y Xより

(exp tX)Y =
∞∑
n=0

tnXn

n!
Y = Y

∞∑
n=0

tnXn

n!
= Y exp tX.

A(t) = exp tX exp tY とおくとA(0) = 1で

Ȧ(t) = X exp tX exp tY + (exp tX)Y exp tY = (X + Y )A(t).

よって定理 1.5よりA(t) = exp t(X + Y ).

(2) X(−X) = (−X)X = −X2なので (1)より

expX exp(−X) = exp(−X) expX = exp(X −X) = exp 0 = 1.

ゆえに (expX)−1 = exp(−X).

(3) X ∈ Mn(R)を交代行列とすると

(expX)−1 = exp(−X) ((2)より)

= exp tX (X: 交代)

= t(expX) (定理 1.3,(2))

よって，expX ∈ O(n)．tr X = 0なので定理 1.3,(3)より

det(expX) = exp(trX) = 1.

よって，expX ∈ SO(n)．
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上の系の (3)はX ∈ Mn(R)が交代行列のとき，expXが特殊直交行列
になることを示している．

問題 1.5. 定理 1.5と定理 1.3, (2)を用いて次を示せ．X ∈ Mn(C)
とする．Mn(C)内の曲線 C(t)が初期条件 C(0) = 1を満たす微分方程式
Ċ(t) = C(t)Xの解ならばC(t) = exp tXとなる．

問題 1.6. 次の行列Aについて exp tAを求めよ．

(1) A =

(
4 2

−3 −1

)
(2) A =

(
3 1

−1 1

)

問題 1.7. a2 + b2 > 0となる実数 a, bに対して，3次正方行列Aを

A =

0 −a 0

a 0 −b

0 b 0


と定める．このとき，exp tAを求めよ．

問題 1.8. 定理 1.5を用いて公式 exp(s+ t)X = exp sX exp tXを示せ．

問題 1.9.

Sym(2) = {X ∈ M2(R) | tX = X},
Sym+(2) = {X ∈ Sym(2) | Xは正定値 },
GL+(2,R) = {X ∈ GL(2,R) | |X| > 0}

とおく．次を示せ．

(1) exp : Sym(2) → Sym+(2);X 7→ expX は全単射である．

(2) [GL+(2,R)の極分解] SO(2)×Sym(2) → GL+(2,R); (g,X) 7→ g expX

は全単射である．

問題 1.10. [前問の続き]

Sym0(2) = {X ∈ Sym(2) | tr(X) = 0},
S(Sym+(2)) = {X ∈ Sym+(2) | |X| = 1}

とおく．次を示せ．
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(1) exp : Sym0(2) → S(Sym+(2));X 7→ expX は全単射である．

(2) [SL(2,R)の極分解] SO(2)×Sym0(2) → SL(2,R); (g,X) 7→ g expX

は全単射である．

問題 1.11. 写像

SO(2)× R2 → SL(2,R);((
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
, (s, t)

)
7→

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
et set

0 e−t

)

は全単射であることを示せ．
全射を示すヒント

x =

(
x11 x12

x21 x22

)
∈ SL(2,R)に対し，R = 1√

x2
11+x2

21

(
x11 −x21

x21 x22

)
とお

き，R−1xを計算する．

1.2 行列の対数

行列の対数を定義するために，まず，通常の対数を復習しよう．|w| < 1

のとき，対数関数 log(1 + w)は

log(1 + w) =
∞∑

m=1

(−1)m−1

m
wm

とテーラー展開された．z = 1 + wとおくと，|z − 1| < 1のとき，

log z =
∞∑

m=1

(−1)m−1

m
(z − 1)m

そこで，正方行列A ∈ Mn(C)に対して，

logA =
∞∑

m=1

(−1)m−1

m
(A− En)

m

と定義する．この定義は無限級数なので，logAがいつ収束するかは問題
になるが，それを議論する前にいくつかの具体的な行列Aについて logA

を計算してみよう．
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例 1.7. Aが対角行列

A =

a1
. . .

an

 (|aj − 1| < 1)

の場合，

logA =

log a1
. . .

log an


Jordan細胞の対数を計算するために次の補題が必要である．

補題 1.8. |α| < 1を満たす α ∈ Cに対し，

fk(α) =
∞∑
l=0

(−1)l+k−1
l+k−1Cl(α− 1)l (k = 1, 2, 3, · · · )

とおくと，fk(α) = (−1)k−1α−k

証明. 自然数 kに関する数学的帰納法による．k = 1のとき，f1(α)は初
項 1，公比 1−αの無限等比級数なので，f1(α) = α−1．簡単な計算により

fk+1(α) =
1

k
f ′
k(α)

これを用いて主張が示される．

Jordan細胞の対数は次で与えられる．

命題 1.9. |α− 1| < 1のとき，Jn(α) = αEn +N の対数は，

log Jn(α) = (logα)En + log(En +
1

α
N)

= (logα)En +
n−1∑
k=1

(−1)k−1 α
−k

k
Nk
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証明. EnとN は可換だから，二項定理により

log Jn(α)

=
∞∑

m=1

(−1)m−1

m

m∑
k=0

mCk(α− 1)m−kNk

=
∞∑

m=1

m∑
k=0

(−1)m−1

m
mCk(α− 1)m−kNk

=
∞∑

m=1

(−1)m−1

m
(α− 1)mEn +

∞∑
k=1

∞∑
m=k

(−1)m−1

m
mCk(α− 1)m−kNk

= (logα)En +
∞∑
k=1

∞∑
l=0

(−1)l+k−1

l + k
l+kCk(α− 1)lNk

= (logα)En +
n−1∑
k=1

∞∑
l=0

(−1)l+k−1

l + k
l+kCk(α− 1)lNk

= (logα)En +
n−1∑
k=1

∞∑
l=0

(−1)l+k−1
l+k−1Cl(α− 1)l

Nk

k
(Nn = 0)

= (logα)En +
n−1∑
k=1

(−1)k−1 α
−k

k
Nk (補題 1.8)

= (logα)En + log(En +
1

α
N)

次の二つの命題は行列の指数と対数が互いに逆関数となることを示し
ている．

命題 1.10. |α− 1| < 1のとき，exp log Jn(α) = Jn(α)．

証明. Enと log(En +
1
α
N)は可換だから，命題 1.9より

exp log Jn(α) = exp(logα) exp log(En +
1

α
N) = α exp log(En +

1

α
N)

exp log(1 + x) = 1 + xの左辺をテーラー展開すると，|x| < 1のとき，

∞∑
m=0

1

m!

(
∞∑
k=1

(−1)k−1 x
k

k

)m

= 1 + x
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よって形式的べき級数として

∞∑
m=0

1

m!

(
∞∑
k=1

(−1)k−1 x
k

k

)m

= 1 + x

が成り立つ．N はべき零行列だから

En +
1

α
N =

∞∑
m=0

1

m!

(
∞∑
k=1

(−1)k−1 Nk

kαk

)m

= exp log(En +
1

α
N)

よって，

exp log Jn(α) = α

(
En +

1

α
N

)
= Jn(α)

命題 1.11. |eα − 1| < 1のとき，log exp Jn(α) = Jn(α)．

証明. Jn(α) = αEn +N,Nn = Oだから，

exp Jn(α) = eα expN = eα
n−1∑
m=0

Nm

m!
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対数をとり，

log exp Jn(α)

= log

(
eαEn + eα

n−1∑
m=1

Nm

m!

)

=
∞∑
l=1

(−1)l−1

l

{
(eα − 1)En + eα

n−1∑
m=1

Nm

m!

}l

=
∞∑
l=1

(−1)l−1

l

{
(eα − 1)lEn +

l∑
k=1

lCk(e
α − 1)l−keαk(

n−1∑
m=1

Nm

m!
)k

}

= (log eα)En +
∞∑
k=1

∞∑
l=k

(−1)l−1

l
lCk(e

α − 1)l−keαk(
n−1∑
m=1

Nm

m!
)k

= αEn +
∞∑
k=1

eαk(
n−1∑
m=1

Nm

m!
)k

∞∑
l=0

(−1)l+k−1

l + k
l+kCk(e

α − 1)l

= αEn +
∞∑
k=1

eαk

k
(
n−1∑
m=1

Nm

m!
)k

∞∑
l=0

(−1)l+k−1
l+k−1Cl(e

α − 1)l

= αEn +
∞∑
k=1

(−1)k−1

k
(
n−1∑
m=1

Nm

m!
)k (補題 1.8)

= αEn +
∞∑
k=1

(−1)k−1

k
(expN − En)

k (有限和)

= αEn +N = Jn(α)

正方行列A = (aij)のノルム (norm) ∥A∥を

0 ≤ ∥A∥ =

√∑
i,j

|aij|2

と定める．t = 0の近傍で ∥A∥/tk が有界であることを A(t) = O(tk)と
表す．
g, h ∈ GL(n,C)に対し，gとhの交換子 (commutator)を{g, h}と表す：

{g, h} = ghg−1h−1
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命題 1.12. 次が成り立つ．ただし，[X,Y ] = XY − Y X．

(1) exp tX exp tY = exp(t(X + Y ) +O(t2))

(2) {exp tX, exp tY } = exp(t2[X,Y ] +O(t3))

証明. (1) expの定義より

exp tX exp tY = (E + tX +
t2

2
X2 +O(t2))(E + tY +

t2

2
Y 2 +O(t2))

= E + t(X + Y ) +
t2

2
(X + Y )2 +O(t3)

= E + t(X + Y ) +O(t2) = exp(t(X + Y ) +O(t2))

(2) (1)の証明中より

exp tX exp tY = E + t(X + Y ) +
t2

2
(X2 + 2XY + Y 2) +O(t3),

exp(−tX) exp(−tY ) = E − t(X + Y ) +
t2

2
(X2 + 2XY + Y 2) +O(t3)

上の二式をかけて

{exp tX, exp tY } = exp tX exp tY exp(−tX) exp(−tY )

= E + t2(X2 + 2XY + Y 2 − (X + Y )2) +O(t3)

= E + t2[X,Y ] +O(t3)

= exp(t2[X,Y ] +O(t3))

命題 1.13. 次が成り立つ．

(1) lim
m→∞

(
exp

X

m
exp

Y

m

)m

= exp(X + Y ).

(2) lim
m→∞

{
exp

X

m
, exp

Y

m

}m2

= exp[X,Y ].

証明. (1) 命題 1.12, (1)より

exp
X

m
exp

Y

m
= exp

(
1

m
(X + Y ) +O(1/m2)

)
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両辺をm乗して(
exp

X

m
exp

Y

m

)m

= exp(X + Y +mO(1/m2))

m → ∞として，主張が得られる．
(2) 命題 1.12, (2)より{

exp
X

m
, exp

Y

m

}
= exp

(
1

m2
[X,Y ] +O(1/m3)

)
両辺をm2乗して，{

exp
X

m
, exp

Y

m

}m2

= exp
(
[X,Y ] +m2O(1/m3)

)
m → ∞として，主張が得られる．

GL(n,R) は Mn(R) = Rn2
の開集合なので，写像 φ : GL(n,R) →

GL(n,R)が可微分ということが意味をもつ．すなわち，φ : GL(n,R) →
GL(n,R)が可微分であるとは，φ(g)の各成分が gの成分のn2変数関数と
して可微分となることである．同様に，GL(n,C)はMn(C) = Cn2

= R2n2

の開集合であるから，写像 φ : GL(n,C) → GL(n,C)が可微分であると
いうことも意味をもつ．すなわち，φ : GL(n,C) → GL(n,C)が可微分
であるとは，φ(g)の各成分の実部及び虚部が gの成分の実部及び虚部の
2n2変数関数として可微分となることである．
K = R,Cとする．写像φ : GL(n,K) → GL(n.K)が準同型写像である

とは，
φ(gh) = φ(g)φ(h) (g, h ∈ GL(n,K))

となるときを言う．

問題 1.12. φ : GL(n,K) → GL(n,K)が準同型写像ならば，φ(En) = En

となることを示せ．ただし，Enは n次単位行列である．

命題 1.14. φ : GL(n,K) → GL(n,K)を可微分準同型写像とする．この
とき，任意のX ∈ gl(n,K) := Mn(K)に対し，一意に Y ∈ gl(n,K) が存
在して，任意の t ∈ Rに対し，φ(exp tX) = exp tY となる．
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証明. f(t) = φ(exp tX)とおくと，φの可微分性から tの関数 f(t)は可微
分で，問題 1.12より，f(0) = φ(En) = En が成り立つ．さらに，

f(s+ t) = φ(exp(s+ t)X) (f の定義)

= φ(exp sX exp tX) (問題 1.8)

= φ(exp sX)φ(exp tX) (φ:準同型)

= f(s)f(t) (f の定義)

これを用いて，

f ′(t) = lim
∆t→0

f(t+∆t)− f(t)

∆t
= lim

∆t→0

f(∆t)f(t)− f(0)f(t)

∆t

=

(
lim
∆t→0

f(∆t)− f(0)

∆t

)
f(t) = f ′(0)f(t)

定理 1.5より，Y ∈ gl(n,K)が存在して，f(t) = exp tY．Y の一意性は
明らかである．

上の命題の Y を Y = (dφ)Xと表す：すなわち，可微分準同型写像φに
対して，

φ(exp tX) = exp t(dφ)X, (dφ)X =
d

dt t=0
φ(exp tX)

定義 1.15. 可微分準同型写像 φ : GL(n,K) → GL(n,K)に対して，dφ :

gl(n, F ) → gl(n, F )を φの微分写像という．

問題 1.13. 次を示せ．

(1) 恒等写像 1 : GL(n,K) → GL(n,K) の微分写像は恒等写像 1 :

gl(n,K) → gl(n,K) である．

(2) 可微分準同型写像φ : GL(n,K) → GL(n,K)がφm = 1を満たすな
らば，(dφ)m = 1となる．

問題 1.14. 二つの可微分準同型写像φ1, φ2 : GL(n,K) → GL(n,K) に対
し，d(φ1φ2) = (dφ1)(dφ2)が成り立つことを示せ．

問題 1.15. 次を示せ．

(1) φ : GL(n,K) → GL(n,K); g 7→ tg−1は可微分準同型写像であるこ
とを示せ．また，(dφ)X = −tXとなることを示せ．
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(2) φ : GL(n,C) → GL(n,C); g 7→ gは可微分準同型写像であることを
示せ．また，(dφ)X = Xとなることを示せ．

命題 1.16. 可微分準同型写像 φ : GL(n,K) → GL(n,K)の微分写像
dφ : gl(n,K) → gl(n,K)は線形写像で，

[(dφ)X, (dφ)Y ] = dφ[X,Y ] (X,Y ∈ gl(n,K))

を満たす．

証明. a, t ∈ Rとする．(ta)X = t(aX)より，

exp(ta)(dφX) = φ(exp((ta)X)) = φ(exp(t(aX))) = exp tdφ(aX)

ゆえに，a(dφ)X = dφ(aX)．任意の自然数mと実数 tに対し，

φ

((
exp

tX

m
exp

tY

m

)m)
=

(
exp

t(dφ)X

m
exp

t(dφ)Y

m

)m

両辺m → ∞とすると，φの連続性と命題 1.13, (1)より

φ(exp t(X + Y )) = exp t((dφ)X + (dφ)Y )

よって，(dφ)(X +Y ) = (dφ)X +(dφ)Y．ゆえに，dφは線形写像である．
また，

φ

({
exp

tX

m
, exp

Y

m

}m2
)

=

{
exp

t(dφ)X

m
, exp

(dφ)Y

m

}m2

の両辺をm → ∞とすると，φの連続性と命題 1.13, (2)より

exp tdφ[X,Y ] = exp t[(dφ)X, (dφ)Y ]

よって，dφ[X,Y ] = [(dφ)X, (dφ)Y ]．

問題 1.16. a ∈ GL(n,K)に対し，可微分同型写像 φa : GL(n,K) →
GL(n,K)を φa(g) = aga−1と定める．φaの微分写像 dφaは

dφa(X) = aXa−1

で与えられることを示せ．
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定義 1.17. 上の問題中の dφaをAd(a)と表す：すなわち，

Ad(a)X = aXa−1 (a ∈ GL(n,K), X ∈ gl(n,K))

GL(n,K)の gl(n,K)への上の作用を GL(n,K) の随伴作用 (adjoint ac-

tion)という．

問題 1.17. a, b ∈ GL(n,K), X, Y ∈ gl(n,K)に対して，次を示せ．

(1) Ad(ab) = Ad(a)Ad(b)

(2) Ad(a−1) = (Ad(a))−1

(3) Ad(a)[X,Y ] = [Ad(a)X,Ad(a)Y ]

1.3 実Jordan標準形

a, b ∈ R, b ̸= 0に対し，A =

(
a −b

b a

)
とするとき，

Jn(a, b) =


A E2

A E2

. . . . . .
. . . E2

A

 ∈ M2n(R)

とおく．Jordan細胞 Jn(α) (α ∈ R) と Jn(a, b)という形の行列を合わせ
て実 Jordan細胞という．

定理 1.18. 任意のX ∈ Mn(R)に対し，実 Jordan細胞 J1, · · · , Js と P ∈
GL(n,R)が存在して，

P−1XP =

J1
. . .

Js


となる．J1, · · · , JsはXに対して一意に定まる．
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2 Lie環
K = R,Cとする．

定義 2.1. K 上ベクトル空間 gと g上の交代線形形式 [ , ] : g × g →
g; (X,Y ) 7→ [X,Y ] の組 (g, [ , ])または簡単に gがK 上 Lie環であると
は，[ , ]が Jacobiの恒等式

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0 (X,Y, Z ∈ g)

を満たす場合を言う．このとき，[ , ]をLieブラケットと言う．[ , ]の交
代性から [X,X] = 0が成り立つ．R上 Lie環を実Lie環，C上 Lie環を複
素Lie環とも言う．

問題 2.1. gを実 Lie環とする．gC = {X + iY | X,Y ∈ g} で実ベクトル
空間 gの複素化を表す．X1, X2, Y1, Y2 ∈ gに対し，

[X1 + iX2, Y1 + iY2] = ([X1, Y1]− [X2, Y2]) + i([X2, Y1] + [X1, Y2]) ∈ gC

で gCに [ , ]を定義すると，gCは複素 Lie環になることを示せ．このと
き，gCを実 Lie環 gの複素化という．

例 2.2. gをK 上ベクトル空間とする．[ , ]を任意のX,Y ∈ gに対し，
[X,Y ] = 0と定めると，(g, [ , ])は Lie環になる．これを可換 Lie環と
いう．

例 2.3. K の元を成分とする n次行列全体のなす K 上ベクトル空間を
gl(n,K)と表す．

[X,Y ] = XY − Y X (X,Y ∈ gl(n,K))

と定めると (gl(n,K), [ , ])はK上 Lie環になる．
V をK上のベクトル空間とする．V 上の線形変換全体のなすベクトル
空間を End(V )と表す．

[X,Y ] = XY − Y X (X,Y ∈ End(V ))

と定めると，End(V )は Lie環になる．この Lie環を gl(V )と表す．

例 2.4. C上 Lie環の係数体をRに制限したものはR上 Lie環になる．
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命題 2.5. X,Y ∈ gl(n,C)に対し，

d

dt
|t=0Ad(exp tX)Y = XY − Y X = [X,Y ]

証明. Adの定義より

Ad(exp tX)Y = (exp tX)Y (exp tX)−1 (定義 1.17)

= (exp tX)Y (exp(−tX)) (系 1.6, (2))

行列の積に関する積の微分法を用いて，t = 0における微分係数を計算す
ると，

d

dt
|t=0Ad(exp tX)Y =

d

dt
|t=0(exp tX)Y + Y

d

dt
|t=0(exp(−tX))

= XY − Y X (定理 1.5)

主張が得られる．

定義 2.6. (g, [ , ])をK 上 Lie環とする．部分空間 h ⊂ gが gの部分環
であるとは任意のX,Y ∈ hに対し [X,Y ] ∈ hとなるときを言う．この条
件を簡単に [h, h] ⊂ hと表す．また，部分空間 h ⊂ gがイデアルであると
は，X ∈ h, Y ∈ gに対し [X,Y ] ∈ hとなる場合を言う．この条件を簡単
に [h, g] ⊂ hと表す．

K上 Lie環 (g, [ , ])の部分環 hは gの Lieブラケット [ , ]を h上に制限
することによりK上 Lie環になる．gのイデアルは gの部分環である．

定義 2.7. K上 Lie環 (g, [ , ])の中心 z(g)とは

z(g) = {X ∈ g | [X,Y ] = 0 (Y ∈ g)}
= {X ∈ g | [X, g] = {0}}

によって定義される gのイデアルである．

gが可換になるための必要十分条件は z(g) = gとなることである．

例 2.8. gl(n,R)の部分空間 so(n)を

so(n) = {X ∈ gl(n,R) | tX = −X}

と定めると，so(n)は gl(n,R)の部分環になる．n = 2のとき，so(2)は可
換であり，n ≥ 3のとき，z(so(n)) = {0}となる．
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例 2.9. 複素 Lie環 gl(n,C)の係数体CをRに制限した実 Lie環の部分空
間 u(n)を

u(n) = {X ∈ gl(n,C) | X∗ = −X}

と定義する．u(n)はgl(n,C)の複素部分空間にはならないことに注意す
る．u(n)は実Lie環になる．z(u(n)) = R

√
−1Enが成り立つ．特に，n = 1

のとき，u(1)は可換である．

例 2.10. u(n)の部分空間 su(n)を

su(n) = {X ∈ u(n) | tr(X) = 0}

と定めると，su(n)は u(n)の部分環である．

u(n) = su(n)⊕ z(u(n))

が成り立つ．このことから，su(n)はu(n)のイデアルであることがわかる．

例 2.11. u(2n)の部分空間 sp(n)を

sp(n) = {X ∈ u(2n) | tXJn + JnX = 0}, Jn =

(
0 In

−In 0

)

と定めると，sp(n)は u(2n)の部分環である．

定義 2.12. (g, [ , ])をK上 Lie環とする．g上の線形変換D ∈ End(g)が
gの微分 (derivation)であるとは，

D[X,Y ] = [DX, Y ] + [X,DY ] (X,Y ∈ g)

が成り立つ場合をいう．X ∈ gに対し，ad(X) ∈ End(g)を ad(X)(Y ) =

[X,Y ] (Y ∈ g)により定めると，Jacobiの恒等式から，ad(X)は微分にな
る．この形の微分を内部微分 (inner derivation)という．

gの微分の全体のなす集合を ∂(g)と表す．また，gの内部微分全体のな
す集合を ad(g) と表す．
可換 Lie環 gについて，ad(g) = {0}である．

問題 2.2. X,Y ∈ gについて，ad[X,Y ] = [ad(X), ad(Y )]．

問題 2.3. 次を示せ．
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(1) ∂(g)は gl(g)の部分環である．

(2) D ∈ ∂(g)とX ∈ gに対し，ad(DX) = [D, adX].

(3) ad(g)は ∂(g)のイデアルである．

g上の対称双一次形式Bを

B(X,Y ) = tr(ad(X)ad(Y )) ∈ K (X,Y ∈ g)

と定める．Bを gのKilling形式 (Killing form)という．
線形同型写像 φ : g → gが (Lie環 gの)自己同型写像であるとは，

φ([X,Y ]) = [φ(X), φ(Y )] (X,Y ∈ g)

となるときをいう．

命題 2.13. gの任意の自己同型写像 φに対して，次が成り立つ．

(1) ad(φ(X)) = φ(ad(X))φ−1 (X ∈ g)

(2) B(φ(X), φ(Y )) = B(X,Y ) (X,Y ∈ g)

証明. (1) X,Y ∈ gに対し，

ad(φ(X))(Y ) = [φ(X), Y ] = φ[X,φ−1(Y )] = (φ(ad(X))φ−1)(Y )

よって，ad(φ(X)) = φ(ad(X))φ−1．
(2) (1)の結果を用いて，

B(φ(X), φ(Y )) = tr((ad(φ(X))(ad(φ(Y ))) (Bの定義)

= tr(φ(ad(X))φ−1φ(ad(Y ))φ−1) ((1)より)

= tr(φ(ad(X))(ad(Y ))φ−1)

= tr(ad(X))ad(Y ))) (公式 tr(ST ) = tr(TS))

= B(X,Y ) (Bの定義)

よって，B(φ(X), φ(Y )) = B(X,Y )．

定義 2.14. K 上の Lie環 g ̸= {0}が半単純 (semisimple)であるとは，
Killing形式が非退化となるときをいう．
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半単純 Lie環の中心は {0}である．
可換 Lie環のKilling形式BはB = 0である．したがって，可換 Lie環
は半単純ではない．

命題 2.15. Bを Lie環 gのKilling形式とすると，

B([X,Y ], Z) = −B(Y, [X,Z]) (X,Y, Z ∈ g)

が成り立つ．

証明. 公式 (∗)tr(ST ) = tr(TS)を用いて，

B([X,Y ], Z) = tr(ad[X,Y ]adZ) (Bの定義)

= tr(adXadY adZ)− tr(adY adXadZ) (問題 2.2)

= tr(adY adZadX)− tr(adY adXadZ) (公式 (∗))
= −B(Y, [X,Z])

よって，主張が示された．

問題 2.4. hを Lie環 gのイデアルとする．gのKilling形式をBと表す．
このとき，次を示せ．

(1) Bの hへの制限 (正確には h× h への制限) は hのKiliing形式に一
致する．

(2) h⊥ := {X ∈ g | B(X, h) = {0}} とおくと，h⊥も gのイデアルで
ある．

問題 2.5. [次元公式] V を実ベクトル空間，⟨ , ⟩をV 上の対称双一次形式
とする．部分空間W ⊂ V に対し，V の部分空間W⊥をW⊥ = {v ∈ V |
⟨v,W ⟩ = {0}}と定める．このとき，

dimW + dimW⊥ = dimV + dim(W ∩ V ⊥)

となることを示せ．また，⟨ , ⟩が非退化のときには，

dimW + dimW⊥ = dimV

となることを示せ．

命題 2.16. 半単純 Lie環の可換イデアルは {0}のみである．
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証明. aを半単純 Lie環 gの可換イデアルとする．このとき，

(adaadg)g ⊂ (ada)g ⊂ a, (adaadg)a ⊂ (ada)a = {0}

となるから，B(a, g) = tr(adaadg) = {0}．Bは非退化だから，a = {0}
が得られる．

系 2.17. 半単純 Lie環の中心は {0}である．

証明. 中心は可換イデアルだから，上の命題より主張が従う．

命題 2.18. 半単純 Lie環の任意の微分は内部微分である：∂(g) = ad(g)．

証明. Lie環 ∂(g)のKiliing形式Bに関する ∂(g)自身と ad(g)の直交補空
間をそれぞれ ∂(g)⊥と ad(g)⊥で表す：

∂(g)⊥ = {D ∈ ∂(g) | B(D, ∂(g)) = {0}},
ad(g)⊥ = {D ∈ ∂(g) | B(D, ad(g)) = {0}}

このとき，次元公式 (問題 2.5)

dim ad(g) + dim ad(g)⊥ = dim ∂(g) + dim(ad(g) ∩ ∂(g)⊥)

が成り立つ．ad(g)と ad(g)⊥は ∂(g)のイデアルだから (問題 2.3, (3)と問
題 2.4, (2))，

[ad(g), ad(g)⊥] ⊂ ad(g) ∩ ad(g)⊥

ad(g)⊥の定義から，B(ad(g) ∩ ad(g)⊥, ad(g)) = {0}．Bの ad(g)への制
限は ad(g)のKilling形式に一致する (問題 2.4, (1))．gは半単純だから，
ad(g)は gと Lie環として同型になり，したがって，ad(g)のKilling形式
も非退化になる．上の議論から，

[ad(g), ad(g)⊥] = ad(g) ∩ ad(g)⊥ = {0}

よって，問題 2.3, (2)の結果より，任意のD ∈ ad(g)⊥とX ∈ g に対し，

0 = [D, adX] = ad(DX)

よって，D = 0が得られ，ad(g)⊥ = {0}が成り立つ．初めに述べた次元
公式に代入し，

dim ∂(g) ≤ dim ad(g) = dim ∂(g) + dim(ad(g) ∩ ∂(g)⊥) ≤ dim ∂(g)

ゆえに，dim ∂(g) = dim ad(g)となり，∂(g) = ad(g)が得られた．
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定義 2.19. 半単純 Lie環 gが単純 (simple)であるとは，gのイデアルが
{0}または gに限る場合をいう．

命題 2.20. gを半単純 Lie環とすると，gの単純イデアル g1, · · · , grが存
在して，

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gr

証明. hを gのイデアルとし，gの部分空間 h⊥を

h⊥ = {X ∈ g | B(X, h) = {0}}

と定める．gのKilling形式Bは非退化だから，

dim g = dim h+ dim h⊥

が成り立つ (問題 2.5)．ここで，問題 2.4, (2)より，h⊥も gのイデアルで
ある．また，

B([h ∩ h⊥, h ∩ h⊥], g) = B(h ∩ h⊥, [h ∩ h⊥, g]) ⊂ B(h ∩ h⊥, h ∩ h⊥) = {0}

Bは非退化だから，[h ∩ h⊥, h ∩ h⊥] = {0} が得られ，h ∩ h⊥は可換イデ
アルである．命題 2.16より，h ∩ h⊥ = {0}．よって，

g = h⊕ h⊥ (Bに関する直交直和)

が成り立つ．Bの h, h⊥への制限はそれぞれ h, h⊥のKilling形式に一致す
る．これらはそれぞれ非退化になるので，h, h⊥は半単純イデアルである．
ゆえに帰納的に主張が示される．

定義 2.21. Lie環 gに対して [X,Y ] (X,Y ∈ g) で張られる部分空間は g

のイデアルになる．このイデアルを gの導来環 (derived algebra) といい，
[g, g]と表す．3

命題 2.22. 半単純 Lie環 gに対して，[g, g] = gが成り立つ．

証明. まず，gが単純のときに主張を示す．[g, g]はgのイデアルだから，仮
定より [g, g] = {0}または [g, g] = g．gは可換ではないので，[g, g] ̸= {0}
よって，[g, g] = g．

3[g, g] = {[X,Y ] | X,Y ∈ g} ではないことに注意する．
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次に，一般の場合に主張を示す．g =
∑

giと単純イデアルの直和に分
解すると，各 giは単純だから，上で述べたことから [gi, gi] = gi．i ̸= jの
とき，[gi, gj] ⊂ gi ∩ gj = {0}．ゆえに，[gi, gj] = {0}．よって，

[g, g] =
∑
i,j

[gi, gj] =
∑

[gi, gi] =
∑

gi = g

となり，主張が成り立つ．

定義 2.23. Lie環 gが簡約 (reductive)であるとは，[g, g]が半単純または
{0}で，gがイデアルの直和

g = [g, g]⊕ z

となる場合をいう．

命題 2.22より，半単純 Lie環は簡約である．

定義 2.24. 実 Lie環 gが compact半単純であるとは，gのKilling形式
Bが負定値となる場合をいう．4

compact半単純 Lie環は半単純である．

定義 2.25. compact半単純Lie環が単純であるとき，それを compact単
純Lie環という．

問題 2.6. g ̸= {0}を Lie環とし，BをそのKilling形式とする．Bは正定
値にはならないことを示せ．

定義 2.26. 実Lie環 gが compactであるとは，gが簡約であり，[g, g]が
compact半単純または {0}であるときをいう．5

compact半単純 Lie環は compact Lie環であり半単純 Lie環でもある．

定義 2.27. 実 Lie環 g上の内積 ⟨ , ⟩が不変内積であるとは，

⟨[X,Y ], Z⟩ = −⟨Y, [X,Z]⟩

となるときをいう．
4この定義は一見すると普通の教科書の定義と異なるように見えるが実は同値である．

予備知識をなるべく少なくするようにこのように変えた．普通の教科書では，compact
かつ半単純の場合と定義している．

5この定義も一見すると普通の教科書の定義と異なるように見えるが実は同値である．
予備知識をなるべく少なくするようにこのように変えた．
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不変内積 ⟨ , ⟩に関して，ad(X)は交代的である：t(ad(X)) = −ad(X)．

定理 2.28. 実 Lie環 gに対して，次は同値である．

(1) gは compactである．

(2) gには不変内積 ⟨ , ⟩ が存在する．

証明. (1) ⇒ (2) 仮定より，[g, g]上のKilling形式B は負定値である．そ
こで [g, g]上の内積 ⟨ , ⟩1を ⟨ , ⟩1 = −Bで定める．gの中心 z上の任意の
内積 ⟨ , ⟩2を考える．仮定より，g = [g, g]⊕ z だから，g上の内積 ⟨ , ⟩を

⟨X1 +X2, Y1 + Y2⟩ = ⟨X1, X2⟩1 + ⟨X2, Y2⟩2 (X1, Y1 ∈ [g, g], X2, Y2 ∈ z)

で定めることができる．この内積 ⟨ , ⟩が条件を満たす．
(2) ⇒ (1) g上に不変内積 ⟨ , ⟩が存在したとする．[g, g]の直交補空間
について，

[g, g]⊥ = {X ∈ g | ⟨X, [g, g]⟩ = {0}} = {X ∈ g | ⟨[X, g], g⟩ = {0}}
= {X ∈ g | [X, g] = {0}} = z

よって，イデアルの直和
g = [g, g]⊕ z

が成り立つ．[g, g]が ̸= {0}ならば，[g, g]は compact半単純になることを
示す．gのKilling形式Bの [g, g] への制限は [g, g]のKilling形式に一致
する．X ∈ [g, g]に対して，

B(X,X) = tr(ad(X)ad(X)) = −tr(tad(X)ad(X))

≤ 0

“ =′′⇔ X ∈ [g, g] ∩ z = {0}

よって，[g, g]は compact半単純である．ゆえに gは compactである．

問題 2.7. compact Lie環の部分環は compactであることを示せ．

問題 2.8. 可換 Lie環は compactになることを示せ．
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3 線形Lie群とそのLie環
GL(n,C)(またはGL(n,R))の閉部分群を線形Lie群という．Gを線形

Lie群とする．{gm}をGの点列で lim
m→∞

gm ∈ GL(n,C) (または∈ GL(n,R))
が存在するならば， lim

m→∞
gm ∈ Gが成り立つ．

これまでに扱ったGL(n,C), GL(n,R), U(n), SU(n), O(n), SO(n) はす
べて線形 Lie群である．

定理 3.1. 線形 Lie群Gに対し，

g = {X ∈ gl(n,C) | exp tX ∈ G (t ∈ R)}

とおくと，gは gl(n,C)の実部分環になる．

証明. X ∈ g, a ∈ R とすると，任意の t ∈ R に対し，exp t(aX) =

exp(ta)X ∈ G．gの定義より，aX ∈ g．
X,Y ∈ gとし，X + Y, [X,Y ] ∈ gを示す．t ∈ Rを任意の実数とする．
命題 1.13, (1)より，

exp t(X + Y ) = lim
m→∞

(
exp

tX

m
exp

tY

m

)m

ここで，X,Y ∈ gより，exp tX
m
, exp tY

m
∈ G．Gは群だから，(

exp
tX

m
exp

tY

m

)m

∈ G.

Gは線形 Lie群だから，

exp t(X + Y ) = lim
m→∞

(
exp

tX

m
exp

tY

m

)m

∈ G

gの定義より，X + Y ∈ g．命題 1.13, (2)とGが線形 Lie群であること
から，

exp t[X,Y ] = lim
m→∞

{
exp

tX

m
, exp

Y

m

}m2

∈ G

gの定義より，[X,Y ] ∈ g．以上で主張が示された．

定理 3.1中の gをGの Lie環という．線形 Lie群Gが半単純であると
は，Gの Lie環 gが半単純になるときをいう．Gが単純であるとは，gが
単純になるときをいう．
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例 3.2. K = R,Cとする．GL(n,K)のLie環は gl(n,K)である．線形Lie

群 SL(n,K) = {g ∈ GL(n,K) | |g| = 1}の Lie環は

sl(n,K) = {X ∈ gl(n,K) | tr(X) = 0}

である．SL(n,R)を n次実特殊線形群，SL(n,C)を n次複素特殊線形群
という． □

例 3.3. Rp+q上に次の非退化対称双一次形式 ⟨ , ⟩ を定義する．
x =

∑p
i=1 xiei +

∑p+q
j=p+1 xjej, y =

∑p
i=1 yiei +

∑p+q
j=p+1 yjej ∈ Rp+qに対

して，

⟨x, y⟩ =
p∑

i=1

xiyi −
p+q∑

j=p+1

xjyj =
tx

(
Ip

−Iq

)
y

⟨ , ⟩の符号数は (p, q)である．以後，Rp+q
p = (Rp+q, ⟨ , ⟩)とおく．⟨ , ⟩を

保つGL(p+ q,R)の部分群をO(p, q)と表す：

O(p, q) = {g ∈ GL(p+ q,R) | ⟨gx, gy⟩ = ⟨x, y⟩ (x, y ∈ Rp+q)}

=

{
g ∈ GL(p+ q,R)

∣∣∣∣∣tg
(
Ep

−Eq

)
g =

(
Ep

−Eq

)}

O(p, q) の Lie環 o(p, q) は

o(p, q) =

{
X ∈ gl(p+ q;R)

∣∣∣∣∣tX
(
Ep

−Eq

)
+

(
Ep

−Eq

)
X = O

}

=

{(
X1 X2

tX2 X3

)∣∣∣∣∣X1 ∈ so(p), X3 ∈ so(q), X2 ∈ M(p, q;R)

}

問題 3.1. g ∈ O(p+ q)に対し，|g| = ±1となることを示せ．

上の問題を踏まえて，O(p, q)の部分群 SO(p, q)を

SO(p, q) = {g ∈ O(p, q) | |g| = 1}

と定める．g ∈ SO(p, q)を

g =

(
g11 g12
g21 g22

)
, g11 ∈ Mp(R), g22 ∈ Mq(R)
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と分解すると，|g11| ̸= 0, |g22| ̸= 0となることが知られている ([1])．そこ
で，SO(p, q)の部分群 SO0(p, q)を

SO0(p, q) =

{
g =

(
g11 g12
g21 g22

)
∈ SO(p, q)

∣∣∣∣∣ |g11| > 0, |g22| > 0

}
と定める． □

問題 3.2. SO(p, q), SO0(p, q)の Lie環は so(p, q)に一致することを示せ．

4 種々の線形compact連結Lie群

4.1 実交代行列の特殊直交行列による標準形

成分を実数とする n次交代行列の全体をA(n)と表す．

問題 4.1. A(n)は行列の和と実数倍に関して n(n−1)
2
次元ベクトル空間に

なることを示せ．

Cnの標準Hermite内積を ⟨ , ⟩と表す．
まず，n = 2の場合を考えよう．X ∈ A(2)は a ∈ Rを用いて，

X =

(
0 −a

a 0

)
と表される．固有多項式は

fX(t) = |tE2 −X| =

∣∣∣∣∣ t a

−a t

∣∣∣∣∣ = t2 + a2

固有値は±ia．以下，a ̸= 0と仮定する．固有値±iaに対する固有空間を
V (±ia)と表すと，

V (ia) = C

(
1

−i

)
, V (−ia) = C

(
1

i

)
このとき，

⟨V (ai), V (−ia)⟩ = {0}, V (ai) = {u | u ∈ V (ai)} = V (−ia),

C2 = V (ai)⊕ V (−ia) (直交直和)

が成り立つ．このことは以下のように一般化される．
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命題 4.1. X ∈ A(n)に対して次が成り立つ．

(1) nが奇数ならば，Xは固有値 0をもつ．

(2) Xの固有値 ∈ Cは純虚数である．

(3) 純虚数 ia (a ∈ R)がXの固有値ならば，−iaもXの固有値であり，
V (ia) ⊂ CnでXの固有値 iaに対する固有空間を表すと，V (ia) →
V (−ia);u 7→ uは実線形同型写像になる．

(4) iaと ibがXの固有値で a ̸= bならば，⟨V (ia), V (ib)⟩ = {0}．

証明. (1) n = 2m+ 1とおくと，行列式の転置不変性から，

|X| = |tX| = | −X| = (−1)2m+1|X| = −|X|

よって，|X| = 0となる．ゆえにXは固有値 0をもつ．
(2) u ∈ Cn − {0}をXの固有値 α ∈ Cに対する固有ベクトルとすると

α∥u∥2 = ⟨Xu, u⟩ = ⟨u,X∗u⟩ = −⟨u,Xu⟩ = −α∥u∥2

ここで，u ̸= 0より，∥u∥2 > 0．よって，α = −αが得られる．ゆえにX

の固有値は純虚数である．
(3) u ∈ V (ia)とすると，

Xu = Xu = iau = −iau

ゆえに，u ∈ V (−ia)．逆に，v ∈ V (−ia)ならば v ∈ V (ia)であり，これ
らの実線形写像は互いに逆写像になる．
(4) u ∈ V (ia), v ∈ V (ib)とすると，

−ia⟨u, v⟩ = ⟨iau, v⟩ = ⟨Xu, v⟩ = ⟨u,X∗v⟩
= −⟨u,Xv⟩ = −⟨u, ibv⟩ = −ib⟨u, v⟩

a ̸= bより，⟨u, v⟩ = 0．

X ∈ A(n), g ∈ O(n)に対して，tgXg ∈ A(n)である．
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定理 4.2. 任意のX ∈ A(n)に対して，g ∈ SO(n)が存在して，

tgXg =



0 −θ1
θ1 0

. . .

0 −θm
θm 0

(0)


最後の (0)は nが奇数のときのみ現われる．

証明. Xの 0以外の固有値全部を {±iθj | 1 ≤ j ≤ k}とする．Cnの複素
部分空間 V±(θj)を

V±(θj) = {v ∈ Cn | Xv = ±iθjv}

と定める．また，Rnの実部分空間W (0)を

W (0) = {v ∈ Rn | Xv = 0}(= {0}かもしれない)

と定める．Xは正規行列だからユニタリー行列で対角化可能である．よ
って，

Cn =
k∑

j=1

(V+(θj)⊕ V−(θj))⊕ V (0) (直交直和)

ただし，V (0) = W (0) ⊕ iW (0) = {v ∈ Cn | Xv = 0}．Rnの部分空間
W (θj)を

W (θj) = (V+(θj)⊕ V−(θj)) ∩ Rn = {u+ u | u ∈ V+(θj)}

と定めると，V+(θj) 7→ W (θj);u 7→ u+ uは実線形同型写像だから，

dimRW (θj) = dimR V+(θj) = 2 dimC V+(θj) = dimC V+(θj) + dimC V−(θj)

また，dimR W (0) = dimC V (0)．これらをすべて加え合わせると，

k∑
j=1

dimRW (θj) + dimR W (0)

=
k∑

j=1

(dimC V+(θj) + dimC V−(θj)) + dimC V (0)

= dimC Cn = n
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よって，

Rn =
k∑

j=1

W (θj)⊕W (0) (直交直和)

u ∈ V+(θj)に対し，

X(u+ u) = Xu+Xu = iθju− iθju = θj(iu− iu)

となるから，W (θj)はX-不変であり，X(iu− iu) = −θj(u+ u)．これを
利用して，X|W (θj)の表現行列を求める．そのために {u1, · · · , ul}を複素
部分空間 V+(θj)の正規直交基底とする．このとき，{u1, iu1, · · · , ul, iul}
は V+(θj)を実部分空間とみたものの基底である．このことと簡単な計算
から{

1√
2
(u1 + u1),

i√
2
(u1 − u1), · · · ,

1√
2
(ul + ul),

i√
2
(ul − ul)

}
はW (θj)の正規直交基底になることがわかる．この正規直交基底に関す
るX|W (θj)の表現行列は

0 −θj
θj 0

. . .

0 −θj
θj 0


となる．これらの正規直交基底を並べてRnの正規直交基底 {g1, · · · , gn}
を作り，g = (g1, · · · , gn)とおくと，g ∈ O(n)であり，tgXgは望む形に
なる．もし，g ̸∈ SO(n)ならば，関係式(

0 1

1 0

)(
0 −θ

θ 0

)(
0 1

1 0

)
=

(
0 θ

−θ 0

)
を利用して gを SO(n)の元に取り換えることができる．

t =





0 −θ1
θ1 0

. . .

0 −θm
θm 0

(0)



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θ1, · · · , θm ∈ R


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とおくと，tはA(n) = so(n)の可換部分環であり，

so(n) = Ad(SO(n))t

nが偶数，奇数に応じて，n = 2m,n = 2m+ 1とおく．

Hi = E2i−1,2i − E2i,2i−1 (1 ≤ i ≤ m)

とおくと，

t =
m∑
i=1

RHi

Ajk ∈ so(n)を

Ajk := Ejk − Ekj (1 ≤ j, k ≤ 2m)

とおくと，

[Hi, A2j,2k] = δijA2i−1,2k − δikA2i−1,2j,

[Hi, A2j−1,2k] = δikA2j−1,2i−1 + δijA2k,2i,

[Hi, A2j−1,2k−1] = δijA2k−1,2i + δikA2i,2j−1

1 ≤ i < k ≤ mに対し，

F±
jk := A2j,2k ∓ A2j−1,2k−1, G±

jk := A2j−1,2k ∓ A2k−1,2j

とおくと，[F±
jk, G

±
jk] = 2(Hj ±Hk)．任意のH =

∑
xiHi ∈ tに対し，

[H,F±
jk] = (xj ± xk)G

±
jk, [H,G±

jk] = −(xj ± xk)F
±
jk

n = 2mのとき，

so(2m) = t⊕
∑
j<k

(RF+
jk ⊕ RG+

jk ⊕ RF−
jk ⊕ RG−

jk)

n = 2m+ 1のとき，1 ≤ j ≤ mに対し，

Fj := E2j,2m+1 − E2m+1,2j, Gj = E2j−1,2m+1 − E2m+1,2j−1

とおくと，[Fj, Gj] = Hjであり，

so(2m+ 1) = t⊕
∑
j<k

(RF+
jk ⊕ RG+

jk ⊕ RF−
jk ⊕ RG−

jk)⊕
m∑
i=1

(RFj ⊕ RGj)

任意のH =
∑

xiHi ∈ tに対し，

[H,Fj] = xjGj, [H,Gj] = −xjFj
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問題 4.2. 次を示せ．

(1) cos 2t = −1と t ∈ Rをとるとき，

(exp tadF±
jk)Hp =


∓Hk (p = j),

∓Hj (p = k),

Hl (p ̸= j, k)

(2) nが奇数のとき，

(expπadF±
j )Hp =

{
−Hj (p = j),

Hl (p ̸= j)

問題 4.3. 次の条件をみたす g ∈ SO(2m)は存在しないことを示せ：任意
の θ1, θ2, · · · , θm ∈ Rに対して

Ad(g)


θ1J

θ2J
. . .

θmJ

 =


−θ1J

θ2J
. . .

θmJ


ただし，J =

(
0 −1

1 0

)
系 4.3. H0 ∈ tを

H0 =
m∑
i=1

xiHi (0 < x1 < · · · < xm)

と定めると，t = {X ∈ so(n) | [H0, X] = 0}．

系 4.3中のH0を so(n)の正則元という．

系 4.4. tは so(n)の極大可換部分環である．

証明. X ∈ so(n)が [X, t] = {0}を満たしたとすると，正則元H0 ∈ tにつ
いて，[X,H0] = 0．系 4.3より，X ∈ t．これは tが極大可換部分環であ
ることを示している．

問題 4.4. so(n)の上記で定めた極大可換部分環 tに対し，単位格子 Γ =

{H ∈ t | expH = e}を求めよ．
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命題 4.5. so(n)のKilling形式Bは

B(X,Y ) = (n− 2)tr(XY ) (X,Y ∈ so(n))

で与えられる．n ≥ 3のとき，Bは負定値である．特に，n ≥ 3のとき，
so(n)は compact半単純 Lie環である．

証明. H =
∑

xiHi ∈ tとする．
n = 2mのとき，

B(H,H) = tr((adH)2) = 2
∑
j<k

(−(xj − xk)
2 − (xj + xk)

2)

= −4(m− 1)
m∑
j=1

x2
j = −2(n− 2)

m∑
j=1

x2
j

n = 2m+ 1のとき，

B(H,H) = −4(m− 1)
m∑
j=1

x2
j − 2

m∑
j=1

x2
j = −2(n− 2)

m∑
j=1

x2
j

nが偶数，奇数いずれの場合も

B(H,H) = −2(n− 2)
m∑
j=1

x2
j = (n− 2)tr(H2) ≤ 0

任意のX ∈ so(n)に対し，g ∈ SO(n)とH ∈ tが存在して，X = Ad(g)H．
このとき，

B(X,X) = B(Ad(g)H,Ad(g)H) = B(H,H) = (n− 2)tr(H2)

= (n− 2)tr((Ad(g)H)2) = (n− 2)tr(X2)

よって，

B(X,Y ) =
1

2
(B(X + Y,X + Y )−B(X,X)−B(Y, Y ))

=
n− 2

2
(tr((X + Y )2)− tr(X2)− tr(Y 2))

= (n− 2)tr(XY )

n ≥ 3のときは，B(X,X) = 0 ⇔ X = 0が成り立つ．
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4.2 特殊直交行列の標準形

この節では n次特殊直交行列の特殊直交行列による標準形について考
察する．
まず，n = 2の場合について考えよう．

g =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
∈ SO(2)

とする．固有多項式は

fg(t) = |tE2 − g| =

∣∣∣∣∣t− cos θ sin θ

− sin θ t− cos θ

∣∣∣∣∣ = (t− cos θ)2 + sin2 θ

固有値は e±iθ．以下，θ ̸∈ πZと仮定する．固有空間は

V (eiθ) = C

(
1

−i

)
, V (e−iθ) = C

(
1

i

)

よって，

C2 = V (eiθ)⊕ V (e−iθ) (直交直和), V (eiθ) = V (e−iθ)

命題 4.6. g ∈ SO(n)に対して次が成り立つ．

(1) nが奇数のとき，gは固有値 1をもつ．

(2) α ∈ Cが gの固有値ならば，|α| = 1．

(3) α ∈ CがX の固有値ならば，αもX の固有値であり，それぞれに
対する固有空間を V (α)と V (α)で表すと，V (α) → V (α);u 7→ uは
実線形同型写像になる．

(4) α, β ∈ Cが gの互いに異なる固有値ならば，それらの固有空間はCn

内で直交する．

証明. (1) n = 2m+ 1とおく．|g| = 1より，

|g − E2m+1| = |g − E2m+1||tg| = |(g − E2m+1)
tg| = |gtg − tg|

= |E2m+1 − tg| = | − (tg − E2m+1)|
= (−1)2m+1|tg − E2m+1| = −|g − E2m+1|
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よって，|g − E2m+1| = 0．ゆえに，gは固有値 1をもつ．
(2) u ∈ Cn − {0}を gの固有値 αに対する固有ベクトルとすると，

0 < ∥u∥2 = ⟨gu, gu⟩ = ⟨αu, αu⟩ = |α|2∥u∥2

よって，|α| = 1．
(3) u ∈ V (α)とすると，

gu = gu = αu = α u

ゆえに，u ∈ V (α)．逆に，v ∈ V (α)ならば，v ∈ V (α)であり，これらの
実線形写像は互いに逆写像になる．
(4) u, v ∈ Cn をそれぞれ g の固有値 α, β に対する固有ベクトルとす
ると，

⟨u, v⟩ = ⟨gu, gv⟩ = αβ⟨u, v⟩

α ̸= βより αβ ̸= 1．よって，⟨u, v⟩ = 0．

定理 4.7. 任意の g ∈ SO(n)に対して，h ∈ SO(n)が存在して，

thgh =



cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

. . .

cos θm − sin θm
sin θm cos θm

(1)


最後の (1)は nが奇数のときのみ現われる．

証明. gの 1以外の固有値全部を {α1, α1, · · · , αk, αk} とし，α ∈ Cに対し
て，Cnの複素部分空間 V (α)を

V (α) = {v ∈ Cn | gv = αv}

と定めると，

Cn =
k∑

j=1

(V (αj)⊕ V (αj))⊕ V (1) (直交直和)

Rnの実部分空間W (αj),W (1)を

W (αj) = {u+ u | u ∈ V (αj)}, W (1) = {v ∈ Rn | gv = v}
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と定めると，

dimR W (α) = dimR V (αj) = 2 dimC V (αj) = dimC V (αj) + dimC V (αj),

dimR W (1) = dimC V (1)

これらをすべて加え合わせると

k∑
j=1

dimRW (αj) + dimR W (1) =
k∑

j=1

(dimC V (αj) + dimC V (αj)) + dimC V (1)

= dimC Cn = n = dimR Rn

よって

Rn =
k∑

j=1

W (αj)⊕W (0) (直交直和)

複素部分空間 V (αj)の正規直交基底を {u1, · · · , ul}とすると，

{u1, iu1, · · · , ul, iul}

は V (αj) を実部分空間と見たものの基底となる．{
1√
2
(u1 + u1),

i√
2
(u1 − u1), · · · ,

1√
2
(ul + ul),

i√
2
(ul − ul)

}
はW (αj)の正規直交基底である．αj = eiθj と表示すると，

g(
1√
2
(up + up)) = cos θj(

1√
2
(up + up)) + sin θj(

i√
2
(u1 − u1)),

g(
i√
2
(up − up)) = − sin θj(

1√
2
(up + up)) + cos θj(

i√
2
(u1 − u1))

よって，g|W (αj)の上の正規直交基底に関する表現行列は
cos θj − sin θj
sin θj cos θj

. . .

cos θj − sin θj
sin θj cos θj


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となる．W (αj)(1 ≤ j ≤ k),W (0)のこれらの正規直交基底を並べて Rn

の正規直交基底 {h1, · · · , hn}を作り，h = (h1, · · · , hn) ∈ O(n)とおくと
thghが求める形になる．h ∈ O(n)− SO(n)のときは関係式(

0 1

1 0

)(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
0 1

1 0

)
=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)

=

(
cos(−θ) − sin(−θ)

sin(−θ) cos(−θ)

)

を用いて，hを h ∈ SO(n)と取り直せる．

系 4.8. exp(A(n)) = SO(n)．

証明. 6系 1.6より exp(A(n)) ⊂ SO(n)．定理 4.7より，任意の g ∈ SO(n)

に対して，h ∈ SO(n)が存在して，

g = h



cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

. . .

cos θm − sin θm
sin θm cos θm

(1)


th

ここで，

X =



0 −θ1
θ1 0

. . .

0 −θm
θm 0

(0)


とおくと，X ∈ A(n)．よって，hX th ∈ A(n)であり，

exp(hX th) = h(expX)th = g.

6標準形の話を使わないこれ以上易しい証明を知らない．
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GL(n,R)は位相空間M(n,R)の開集合である．GL(n,R)にM(n,R)
の相対位相を入れる．例えば写像 f : R → GL(n,R)が連続であるとは，
f(t) ∈ GL(n,R)の各成分が実数値関数として連続であることを意味する．

系 4.9. SO(n)はGL(n,R)の弧状連結な有界閉部分群である．

証明. SO(n) = {g ∈ M(n,R) | tgg − En = 0, |g| − 1 = 0}であり，
tgg−En, |g|− 1は gの各成分の連続関数だから，SO(n)はGL(n,R)の閉
部分群である．g ∈ SO(n)に対し，∥g∥ =

√
tr(tgg) =

√
nだから，SO(n)

はM(n,R)の有界集合である．任意の g ∈ SO(n)に対し，あるX ∈ so(n)

が存在して，g = expX．c(t) = exp tXは SO(n)の単位元EnとXを結
ぶ連続曲線だから，SO(n)は弧状連結である．

系 4.10. so(n) := A(n) = {X ∈ gl(n,R) | exp tX ∈ SO(n) (t ∈ R)}

証明. X ∈ so(n)とすると，

t(exp tX) = exp ttX = exp(−tX) = (exp tX)−1

よって，exp tX ∈ O(n)．また，| exp tX| = exp ttr(X) = e0 = 1．ゆえに
exp tX ∈ SO(n)．
逆に，X ∈ gl(n,R)が任意の t ∈ Rに対し，exp tX ∈ SO(n)を満たし
たとすると，

exp ttX = t(exp tX) = (exp tX)−1 = exp(−tX)

両辺の t = 0における微分係数を見比べて，tX = −X．ゆえに，X ∈
so(n)．

T = exp tとおくと，

T =





cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

. . .

cos θm − sin θm
sin θm cos θm

(1)



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θ1, · · · , θm ∈ R


= S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸

m 個
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とおくと，T はトーラスであり，定理 4.7より，

SO(n) =
∪

g∈SO(n)

gTg−1

命題 4.11. X ∈ so(n)とする．任意の t ∈ Rに対して，exp tX ∈ T とな
るための条件はX ∈ tである．

証明. T = exp tだから，(⇐)は明らかである．(⇒)を示す．exp tX は t

の関数として微分可能だから，微分可能な関数 aj(t), bj(t)で

aj(0) = 1, bj(0) = 0, aj(t)
2 + bj(t)

2 = 1

となるものが存在して，

exp tX =



a1(t) −b1(t)

b1(t) a1(t)
. . .

am(t) −bm(t)

bm(t) am(t)

(1)


ȧj(0) = 0が得られることに注意して両辺の t = 0における微分係数に注
目すると

X =



0 −ḃ1(0)

ḃ1(0) 0
. . .

0 −ḃm(0)

ḃm(t) 0

(0)


∈ t

SO(n)の部分群N(t), N(T )をそれぞれ

N(t) = {g ∈ SO(n) | Ad(g)t = t}, N(T ) = {g ∈ SO(n) | gTg−1 = T}

と定める．N(t), N(T )それぞれの正規部分群Z(t), Z(T )を

Z(t) = {g ∈ SO(n) | Ad(g)H = H (H ∈ t)},
Z(T ) = {g ∈ SO(n) | gt = tg (t ∈ T )}

と定める．
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命題 4.12. N(t) = N(T ), Z(t) = Z(T ) = T が成り立つ．

証明. g ∈ N(t)とすると，

T = exp t = exp(Ad(g)t) = g(exp t)g−1 = gTg−1

ゆえに，g ∈ N(T )となりN(t) ⊂ N(T )．逆に，g ∈ N(T )とすると，任意
のH ∈ t, t ∈ Rに対し，exp t(Ad(g)H) = g exp tHg−1 ∈ T．命題 4.11よ
り，Ad(g)H ∈ t．ゆえに，g ∈ N(t)．以上より，N(t) = N(T )が得られ
た．同様にして，Z(t) = Z(T )が得られる．T は可換群だから，T ⊂ Z(T )

が成り立つ．逆に，g ∈ Z(t)とし，

g =


g11 · · · g1m (y1)
...

...
...

gm1 · · · gmm (ym)

(x1) · · · (xm) (z)

 ,
(gij ∈ M2(R), yj ∈ M(2, 1;R),
xi ∈ M(1, 2;R), z ∈ R)

と表示する．

H =


θ1J · · · 0 (0)
...

. . .
...

...

0 · · · θmJ (0)

(0) · · · (0) (0)

 ∈ t

に対し，

gH =


θ1g11J · · · θmg1mJ (0)

...
...

...

θ1gm1J · · · θmgmmJ (0)

(θ1x1J) · · · (θmxmJ) (0)

 ,

Hg =


θ1Jg11 · · · θ1Jg1m (θ１Jy1)

...
...

...

θmJgm1 · · · θmJgmm (θmJym1)

(0) · · · (0) (0)


よって，

g ∈ Z(t) ⇔任意の θi, θjに対し，θjJgij = θiJgij, (xi = 0, yj = 0)

⇔ gii ∈ SO(2), gij = 0 (i ̸= j), (xi = 0, yj = 0, z = 1)

⇔ g ∈ T

ゆえに主張が成り立つ．
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商群W (T ) = N(T )/Z(T ) = N(T )/T を SO(n)の T に関するWeyl群
という．Weyl群W (T )は定義から T や t に忠実に作用する．7この作用を
具体的に記述しよう．

定理 4.13. W (T )の tへの作用は次のようになる．

(1) n = 2m+1のとき，任意のs ∈ W (T )に対して，ϵi = ±1(1 ≤ i ≤ m)

とσ ∈ Sm が存在して，s(Hj) = ϵjHσ(j)．逆に，任意の ϵi = ±1(1 ≤
i ≤ m) と σ ∈ Smに対し，t上の線形変換 sを s(Hj) = ϵjHσ(j) と定
めると，s ∈ W (T )．

(2) n = 2mのとき，任意の s ∈ W (T )に対して，ϵ1 · · · ϵm = 1を満たす
ϵi = ±1(1 ≤ i ≤ m) と σ ∈ Sm が存在して，s(Hj) = ϵjHσ(j)．逆
に，ϵ1 · · · ϵm = 1を満たす任意の ϵi = ±1(1 ≤ i ≤ m) と σ ∈ Smに
対し，t上の線形変換 sを s(Hj) = ϵjHσ(j) と定めると，s ∈ W (T )．

証明. W (T )の tへの作用は，tの元の固有値を変えないから，任意の s ∈
W (T )に対して，ϵi = ±1(1 ≤ i ≤ m) と σ ∈ Sm が存在して，s(Hj) =

ϵjHσ(j)．
(1) 逆の主張は問題 4.2, (2)から従う．
(2) 問題 4.3から従う．

問題 4.5. 定理 4.13, (1)を用いてW (T )の群の構造を Sm × {±1}mに移
して考えれば，

(σ1, ϵ
1
1, · · · , ϵ1m)(σ2, ϵ

2
1, · · · , ϵ2m) = (σ1σ2, ϵ

1
σ2(1)

ϵ21, · · · , ϵ1σ2(m)ϵ
2
m)

となることを示せ．

[Weyl群の重要性] G = SO(n)上の関数 f で

f(gxg−1) = f(x) (x, g ∈ G)

を満たすものを類関数 (class function）という．たとえば，tr(x)は類関
数である．fが類関数ならば，fの定義域をT に制限した関数 f|T はWeyl

群の作用で不変である．逆に φを T 上の関数とすると

G =
∪
g∈G

gTg−1

7忠実とは，s ∈ W (T )が任意のH ∈ t に対し，sH = H を満たせば s = 1となると
きをいう．
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であるから，φをG上の類関数として拡張する方法は一意である．下の定
理より，この拡張がwell-definedになるための必要十分条件は φがWeyl

群の作用で不変になることである．すなわち，G上の類関数全体と T 上
のWeyl群の作用で不変な関数全体が自然に対応する．
このようにして，G = SO(n)上の対象で x 7→ gxg−1で不変なものと T

上の対象でW (T )で不変なものとを自然に同一視できる．

定理 4.14. [2, p. 285, Prop. 2.2] t1, t2 ∈ T に対して，g ∈ Gが存在して，
t2 = gt1g

−1となったとすると，x ∈ N(T )が存在して，t2 = xt1x
−1．

4.3 u(n)の標準形

始めに u(2)の元の固有値は純虚数であることを示そう．u(2)の任意の
元は

X =

(
ia c

−c ib

)
(a, b ∈ R, c ∈ C)

という形である．固有多項式 fX(t)は

fX(t) = |tE2 −X| =

∣∣∣∣∣t− ia −c

c t− ib

∣∣∣∣∣ = t2 − i(a+ b)t− ab+ |c|2

固有値 tは

t =
1

2
(i(a+ b)±

√
−(a+ b)2 + 4ab− |c|2)

=
1

2
(i(a+ b)±

√
−(a− b)2 − |c|2)

=
i

2
(a+ b±

√
(a− b)2 + |c|2 ∈ iR

よって，固有値は純虚数になる．次の命題の (1)はこのことの一般化で
ある．

命題 4.15. X ∈ u(n)とする．

(1) Xの固有値は純虚数である．

(2) ia, ibをXの互いに異なる固有値とすると，これらの固有空間は直
交する．
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証明. (1) α ∈ CをX の固有値とし，x ∈ Cn − {0}を αに対する固有ベ
クトルとする．このとき，

α∥x∥2 = ⟨Xx, x⟩ = ⟨x,X∗x⟩ = −⟨x,Xx⟩ = −⟨x, αx⟩ = −α∥x∥2

x ̸= 0より ∥x∥2 > 0．よって，α = −αとなり，αは純虚数である．
(2) ia, ib (a, b ∈ R, a ̸= b)に対する固有空間をそれぞれ V (ia), V (ib)と
する．x ∈ V (ia), y ∈ V (ib)に対し，

−ia⟨x, y⟩ = ⟨iax, y⟩ = ⟨Xx, y⟩
= ⟨x,X∗y⟩ = −⟨x,Xy⟩ = −⟨x, iby⟩ = −ib⟨x, y⟩

a ̸= bより，⟨x, y⟩ = 0．

定理 4.16. 任意のX ∈ u(n)に対して，g ∈ U(n)が存在して，

g∗Xg =

iθ1
. . .

iθn

 (θ1, · · · , θn ∈ R)

証明. Xの固有値全部を {α1, · · · , αm}とし，固有値αjに対する固有空間
を V (αj)と表す．命題 4.20, (2)より

Cn = V (α1)⊕ · · · ⊕ V (αm) (直交直和)

命題 4.20, (1)より，各αjは純虚数である．V (α1), · · · , V (αm)の正規直交
基底を並べてCnの正規直交基底{u1, · · · , um}をつくり，g = (u1, · · · , un)

とおくと，g ∈ U(n)で g∗Xgは主張の形になる．

u(n)の可換部分環 tを

t =


iθ1

. . .

iθn


∣∣∣∣∣∣∣ θ1, · · · , θn ∈ R


と定める．
U(n)の u(n)への作用を

Ad(g)X = gXg−1 (g ∈ U(n), X ∈ u(n))

と定める．この作用を U(n)の随伴作用という．
定理 4.16より

u(n) = Ad(U(n))t
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命題 4.17. j < kに対し，

Fjk = Ejk − Ekj, Gjk = i(Ejk + Ekj) ∈ u(n),

Hjk = 2i(Ejj − Ekk) ∈ t

とおく．このとき，次が成り立つ．

(1) u(n) = t⊕
∑
j<k

RFjk ⊕
∑
j<k

RGjk

(2) H =
∑

xliEll ∈ tに対し，

[H,Fjk] = (xj − xk)Gjk, [H,Gjk] = −(xj − xk)Fjk,

[Fjk, Gjk] = Hjk

(3) 任意の t ∈ R, H =
∑

xliEll ∈ tに対し，

(exp tadFjk)H = H +
1

4
(xj − xk)(cos 2t− 1)Hjk −

1

2
(sin 2t)Gjk

系 4.18. 互いに異なる実数 x1, · · · , xn ∈ Rに対し，H0 =
∑

xliEll ∈ tと
おくと，

t = {X ∈ u(n) | [H0, X] = 0}

証明. tは可換環だから，⊂が得られる．⊃を示すため，X ∈ u(n)が
[H0, X] = 0を満たしたとする．命題 4.17, (1)を用いて，

X = H +
∑
j<k

ajkFjk +
∑
j<k

bjkGjk (H ∈ t, ajk, bjk ∈ R)

と表示する．H0 =
∑

xliEllとおくと，命題 4.17, (2)より，

0 = [H0, X] =
∑
j<k

ajk(xj − xk)Gjk −
∑
j<k

bjk(xj − xk)Fjk

xj ̸= xkより，ajk = bjk = 0．ゆえに，X = H ∈ tが得られた．

上の系の中のH0を u(n)の正則元という．

系 4.19. tは u(n)の極大可換部分環である．
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証明. X ∈ u(n)が [X, t] = {0}を満たしたとすると，正則元H0 ∈ tに対
し，[X,H0] = 0．系 4.18より，X ∈ t．この性質を用いて tが極大可換部
分環であることを示そう．
可換部分環 t′ ⊂ u(n)が t ⊂ t′を満たしたとする．任意のX ∈ t′に対し，

[X, t] = {0}．上の考察から，X ∈ tとなり，t = t′ が示された．

問題 4.6. tを u(n)の任意の極大可換部分環とする．このとき，z ⊂ tと
なることを示せ．ここで，zは u(n)の中心を表す．

4.4 U(n)の標準形

命題 4.20. g ∈ U(n)とする．

(1) α ∈ Cを gの固有値とすると，|α| = 1．

(2) α, β ∈ Cが gの互いに異なる固有値とするとそれらの固有空間は直
交する．

証明. (1) x ∈ Cn − {0}を固有値 αに対する固有ベクトルとすると

∥x∥2 = ∥gx∥2 = ∥αx∥2 = |α|2∥x∥2

x ̸= 0より ∥x∥2 > 0．ゆえに，|α| = 1．
(2) α, βに対する固有空間をそれぞれV (α), V (β)と表し，x ∈ V (α), y ∈

V (β)とする．このとき，

⟨x, y⟩ = ⟨gx, gy⟩ = αβ⟨x, y⟩

両辺に αを掛けると，α⟨x, y⟩ = β⟨x, y⟩．α ̸= βより ⟨x, y⟩ = 0．

定理 4.21. 任意の g ∈ U(n)に対して，h ∈ U(n)が存在して，

h∗gh =

eiθ1

. . .

eiθn

 (θ1, · · · , θn ∈ R)

証明. gの固有値全部を {α1, · · · , αk}とし，αjに対する固有空間をV (αj)

と表すと，命題 4.20, (2)より

Cn = V (α1)⊕ · · · ⊕ V (αk) (直交直和)
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命題 4.20, (1)より |αj| = 1である．V (α1), · · · , V (αk)の正規直交基底を
並べCnの正規直交基底 {u1, · · · , un}をつくり，h = (u1, · · · , un)とおく
と，h ∈ U(n)で，h∗ghは主張の形になる．

U(n)の可換部分群 T を

T = exp t =


eiθ1

. . .

eiθn


∣∣∣∣∣∣∣ θ1, · · · , θn ∈ R

 ∼= S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
n 個

と定めると，T は群として S1 = {z ∈ C | |z| = 1}の n個の直積と同型で
ある．定理 4.21より

U(n) =
∪

g∈U(n)

gTg−1

が成り立つ．

問題 4.7. u(n)の上記で定めた極大可換部分環 tに対し，単位格子 Γ =

{H ∈ t | expH = e}を求めよ．

系 4.22. exp(u(n)) = U(n)

証明. 任意の g ∈ U(n)に対して，h ∈ U(n)が存在して，

g = h

eiθ1

. . .

eiθn

h∗ (θ1, · · · , θn ∈ R)

ここで，

X = h

iθ1
. . .

iθn

h∗ ∈ u(n)

とおくと，expX = g．

GL(n,C)は位相空間M(n,C)の開集合である．GL(n,C)にM(n,C)
の相対位相を入れる．例えば写像 f : R → GL(n,C)が連続であるとは，
f(t) ∈ GL(n,C)の各成分が複素数値関数として連続であることを意味
する．

系 4.23. U(n)はGL(n,C)の弧状連結な有界閉部分群である．
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証明. U(n) = {g ∈ M(n,R) | g∗g − En = 0}であり，g∗g − Enは gの成
分の連続関数だから，U(n)はGL(n,C)の閉部分群である．g ∈ U(n)に
対し，

∥g∥ =
√

tr(g∗g) =
√
n

だから，U(n)はM(n,C)の有界集合である．系 4.22よりU(n)は弧状連
結である．

系 4.24. X ∈ gl(n,C)とする．任意の t ∈ Rに対し，exp tX ∈ U(n)とな
るための必要十分条件はX ∈ u(n) となることである．

証明. (⇐) は系 4.22 から従う．(⇒) を示すため任意の t ∈ R に対し，
exp tX ∈ U(n)と仮定する．このとき，

exp(tX∗) = (exp tX)∗ = (exp tX)−1 = exp(−tX)

両辺の t = 0における微分係数を見比べて X∗ = −X．ゆえに，X ∈
u(n)．

u(n)は U(n)の Lie環である．

命題 4.25. X ∈ u(n)とする．任意の t ∈ Rに対して，exp tX ∈ T とな
るための条件はX ∈ tである．

証明. T = exp tだから，(⇐)は明らかである．(⇒)を示す．exp tXは tの
関数として微分可能だから，微分可能な関数 a1(t), · · · , an(t)で aj(0) = 1

となるものが存在して，

exp tX =

a1(t)
. . .

an(t)


t = 0における微分係数を見て

X =

ȧ1(0)
. . .

ȧn(0)

 ∈ u(n)

よって，Xは対角行列となり，X ∈ tが得られる．
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命題 4.26. u(n)のKiliing形式Bについて，

B(X,Y ) = 2(ntr(XY )− tr(X)tr(Y )) (X,Y ∈ u(n))

が成り立つ．さらに任意のX ∈ u(n)について，

B(X,X) ≤ 0

=⇔ X ∈ z(u(n))

証明. 命題 4.17, (2)よりH =
∑

xliEll ∈ tに対し，

(adH)2(t) = {0},
(adH)2Fjk = −(xj − xk)

2Fjk, (adH)2Gjk = −(xj − xk)
2Gjk

命題 4.17, (1)より

B(H,H) = −2
∑
j<k

(xj − xk)
2 ≤ 0

= 0 ⇔ x1 = · · · = xn

⇔ H ∈ z(u(n)) = R
√
−1En

H2 = −
∑

x2
lEllより，tr(H2) = −

∑
x2
l となることに注意する．

B(H,H) = −2
∑

1≤j<k≤n

(x2
j + x2

k − 2xjxk)

= −2{
n∑

j=1

(n− j)x2
j +

n∑
k=1

(k − 1)x2
k − 2

∑
1≤j<k≤n

xjxk}

= −2{(n− 1)
n∑

j=1

x2
j − (

∑
j,k

xjxk −
∑
j

x2
j)}

= 2(ntr(H2)− (trH)2)

定理 4.16より，任意のX ∈ u(n)に対し，g ∈ U(n)とH ∈ tが存在して，
X = Ad(g)H．このとき，

B(X,X) = B(Ad(g)H,Ad(g)H) = B(H,H)

≤ 0

= 0 ⇔ X ∈ z(u(n))
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さらに，

B(X,X) = B(H,H) = 2(ntr(H2)− (trH)2)

= 2(ntr((Ad(g)H)2)− (tr(Ad(g)H))2)

= 2(ntr(X2)− (trX)2)

Bは対称だから

B(X,Y ) =
1

2
(B(X + Y,X + Y )−B(X,X)−B(Y, Y ))

= 2(ntr(XY )− (trX)(trY ))

U(n)の部分群N(t), N(T )をそれぞれ

N(t) = {g ∈ U(n) | Ad(g)t = t}, N(T ) = {g ∈ U(n) | gTg−1 = T}

と定める．N(t), N(T )それぞれの正規部分群Z(t), Z(T )を

Z(t) = {g ∈ U(n) | Ad(g)H = H (H ∈ t)},
Z(T ) = {g ∈ U(n) | gt = tg (t ∈ T )}

と定める．

命題 4.27. N(t) = N(T ), Z(t) = Z(T ) = T が成り立つ．

証明. 命題 4.12の証明と同様にして，N(t) = N(T ), Z(t) = Z(T ) ⊃ T

が得られる．g = (gij) ∈ Z(T )とすると，任意の t = (tiδij) ∈ T に対し，
gt = tg．成分表示すると gijtj = gijti．i ̸= j のとき ti ̸= tj となるよう
に tをとると i ̸= jのとき gij = 0が得られる．よって，g ∈ T．ゆえに，
Z(T ) = T．

商群W (T ) = N(T )/Z(T ) = N(T )/T をU(n)の T に関するWeyl群と
いう．Weyl群W (T )は定義から T や tに忠実に作用する．この作用を具
体的に記述しよう．tや T の元は対角行列でW (T )の作用により固有値は
変わらないから，W (T )の作用は対角成分の置換を引き起こす．よって，
{1, · · · , n}の置換全体のなす n次対称群を Snと表すと，W (T ) ⊂ Sn．

命題 4.28. W (T )の tへの作用は対角成分の置換群に一致する：
W (T ) = Sn．
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証明. 命題 4.16, (4)で cos 2t = −1と tをとると，

(exp tadFjk)H = xkiEjj + xjiEkk +
∑
l ̸=j,k

xliEll

ゆえに，jと kの互換はW (T )の元になる．任意の置換は互換の積で表さ
れるから，W (T ) = Sn．

4.5 su(n)の標準形

n = 2のとき，su(2)の任意の元Xは

X =

(
ia b

−b −ia

)
(a ∈ R, b ∈ C)

と表示される．固有多項式は

fX(t) = |tE2 −X| =

∣∣∣∣∣t− ia −b

b t+ ia

∣∣∣∣∣ = t2 + (a2 + |b|2)

固有値は±
√

a2 + |b|2iであり，対応する固有空間は，

V (
√

a2 + |b|2i) = C

(
b

i(
√

a2 + |b|2 − a)

)
,

V (−
√
a2 + |b|2i) = C

(
b

−i(
√
a2 + |b|2 + a)

)

よって

C2 = V (
√

a2 + |b|2i)⊕ V (−
√

a2 + |b|2i) (直交直和)

su(n)の可換部分環 tを

t =


iθ1

. . .

iθn


∣∣∣∣∣∣∣ θ1, · · · , θn ∈ R,

n∑
j=1

θj = 0


と定める．命題 4.17より次が得られる．
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命題 4.29. j < kに対し，

Fjk = Ejk − Ekj, Gjk = i(Ejk + Ekj) ∈ su(n),

Hjk = 2i(Ejj − Ekk) ∈ t

とおく．このとき，次が成り立つ．

(1) su(n) = t⊕
∑
j<k

RFjk ⊕
∑
j<k

RGjk

(2) H =
∑

xliEll ∈ tに対し，

[H,Fjk] = (xj − xk)Gjk, [H,Gjk] = −(xj − xk)Fjk,

[Fjk, Gjk] = Hjk

(3) 任意の t ∈ R, H =
∑

xliEll ∈ tに対し，

(exp tadFjk)H = H +
1

4
(xj − xk)(cos 2t− 1)Hjk −

1

2
(sin 2t)Gjk

系 4.18の証明と同様にして次が得られる．

系 4.30. 互いに異なる実数 x1, · · · , xn ∈ Rで
∑

xl = 0を満たすものに
対し，H0 =

∑
xliEll ∈ tとおくと，

t = {X ∈ su(n) | [X,H0] = 0}

上の系の中のH0を su(n)の正則元という．系 4.19の証明と同様にし
て次が得られる．

系 4.31. tは su(n)の極大可換部分環である．

4.6 SU(n)の標準形

SU(n) = {T ∈ U(n) | det(T ) = 1}とおく．SU(n)は線形 Lie群であ
る．これを特殊ユニタリー群という．

問題 4.8. 次を示せ．

(1) SU(n)は行列の積に関して群になる．
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(2)

SU(2) =

{(
z −w

w z

)∣∣∣∣∣ z, w ∈ C,
|z|2 + |w|2 = 1

}

=


(
z −w

w z

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z = cos θ1 + i cos θ2 sin θ1,

w = cos θ3 sin θ2 sin θ1 + i sin θ3 sin θ2 sin θ1,

0 ≤ θ1 ≤ π, 0 ≤ θ2 ≤ π,

0 ≤ θ3 ≤ 2π


定理 4.32. 任意の g ∈ SU(n)に対して，h ∈ SU(n)が存在して，

h∗gh =

eiθ1

. . .

eiθn

 (θ1, · · · , θn ∈ R,
n∑

j=1

θj = 0)

証明. g ∈ SU(n) ⊂ U(n)だから，h1 ∈ U(n)と x1, · · · , xn ∈ R が存在
して，

h∗
1gh1 =

eix1

. . .

eixn

 ∈ SU(n)

α ∈ C, |α| = 1が存在して，h := αh1 ∈ SU(n)．
∑

xj ∈ 2πZだから，
m ∈ Zが存在して，

∑
xj = 2πm．θj = xj (1 ≤ j ≤ n−1), θn = xn−2πm

とおくと，
∑

θj =
∑

xj − 2πm = 0．ここで，

X =

iθ1
. . .

θn

 ∈ su(n)

とおくと，

h∗gh = αh∗
1gαh1 = |α|2h∗

1gh1 = h∗
1gh1 = expX

SU(n)の可換部分群 T を

T = exp t =


t1

. . .

tn


∣∣∣∣∣∣∣
tj ∈ C, |tj| = 1,

t1 · · · tn = 1

 ∼= S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
n−1 個

60



と定めると，T は群として S1の n− 1個の直積と同型である．定理より

SU(n) =
∪

g∈SU(n)

gTg−1

が成り立つ．

問題 4.9. su(n)の上記で定めた極大可換部分環 tに対し，単位格子 Γ =

{H ∈ t | expH = e}を求めよ．

系 4.33. exp(su(n)) = SU(n)

証明. 任意の g ∈ SU(n)に対して，h ∈ SU(n)が存在して，

g = h

eiθ1

. . .

eiθn

h∗ (θ1, · · · , θn ∈ R,
n∑

j=1

θj = 0)

ここで，

X = h

iθ1
. . .

iθn

h∗ ∈ su(n)

とおくと，expX = g．

系 4.34. SU(n)はGL(n,C)の弧状連結な有界閉部分群である．

系 4.35. X ∈ gl(n,C)とする．任意の t ∈ Rに対し，exp tX ∈ SU(n)と
なるための必要十分条件はX ∈ su(n) となることである．

証明. (⇐) は系 4.33 から従う．(⇒) を示すため任意の t ∈ R に対し，
exp tX ∈ SU(n)と仮定する．SU(n) ⊂ U(n)だから，系 4.24より，X ∈
u(n)．また，

1 = | exp tx| = ettr(X)

よって，tr(X) = 0となり，X ∈ su(n)が得られた．

su(n)は SU(n)の Lie環である．

命題 4.36. X ∈ su(n)とする．任意の t ∈ Rに対して，exp tX ∈ T とな
るための条件はX ∈ tである．
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証明. T = exp tだから，(⇐)は明らかである．(⇒)を示す．exp tXは tの
関数として微分可能だから，微分可能な関数 a1(t), · · · , an(t)で aj(0) = 1

となるものが存在して，

exp tX =

a1(t)
. . .

an(t)

 , a1(t) · · · an(t) = 1

上二式の t = 0における微分係数を見て

X =

ȧ1(0)
. . .

ȧn(0)

 ∈ u(n), tr(X) = 0

よって，Xは対角行列となり，X ∈ tが得られる．

命題 4.37. n ≥ 2のとき，su(n)のKilling形式Bについて，

B(X,Y ) = 2ntr(XY ) (X,Y ∈ su(n))

特に，n ≥ 2のとき，Bは負定値であり，su(n)は compact半単純 Lie環
である．8

証明. su(n)は u(n)のイデアルだから，su(n)のKilling形式Bは u(n)の
Killing形式の su(n)への制限に一致する．命題 4.26より，B(X,Y ) =

2ntr(XY )が得られる．n ≥ 2のとき，再度，命題 4.26を用いて，

B(X,X) ≤ 0

⇔ X ∈ z(u(n)) ∩ su(n) = {0}
⇔ X = 0

系 4.38. u(n)は compact Lie環である．

証明. u(n) = su(n)⊕R
√
−11(イデアルの直和)であり，su(n)は compact

だから主張が従う．

8実はより強く，n ≥ 2のとき，su(n)は compact「単純」Lie環である．
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SU(n)の部分群N(t), N(T )をそれぞれ

N(t) = {g ∈ SU(n) | Ad(g)t = t}, N(T ) = {g ∈ SU(n) | gTg−1 = T}

と定める．N(t), N(T )それぞれの正規部分群Z(t), Z(T )を

Z(t) = {g ∈ SU(n) | Ad(g)H = H (H ∈ t)},
Z(T ) = {g ∈ SU(n) | gt = tg (t ∈ T )}

と定める．

命題 4.39. N(t) = N(T ), Z(t) = Z(T ) = T が成り立つ．

証明. 命題 4.12の証明と同様にして，N(t) = N(T ), Z(t) = Z(T ) ⊃ T

が得られる．g = (gij) ∈ Z(T )とすると，任意の t = (tiδij) ∈ T に対し，
gt = tg．成分表示すると gijtj = gijti．i ̸= j のとき ti ̸= tj となるよう
に tをとると i ̸= jのとき gij = 0が得られる．よって，g ∈ T．ゆえに，
Z(T ) = T．g = (gij) ∈ Z(T )とすると，任意の t = (tiδij) ∈ T に対し，
gt = tg．成分表示すると gijtj = gijti．i ̸= j のとき ti ̸= tj となるよう
に tをとると i ̸= jのとき gij = 0が得られる．よって，g ∈ T．ゆえに，
Z(T ) = T．

商群W (T ) = N(T )/Z(T ) = N(T )/T を SU(n)の T に関するWeyl群
という．Weyl群W (T )は定義から T や tに忠実に作用する．この作用を
具体的に記述しよう．tや T の元は対角行列でW (T )の作用により固有
値は変わらないから，W (T )の作用は対角成分の置換を引き起こす．よっ
て，{1, · · · , n}の置換全体のなすn次対称群をSnと表すと，W (T ) ⊂ Sn．

命題 4.40. W (T )の tへの作用は対角成分の置換群に一致する：
W (T ) = Sn．

証明. 命題 4.29, (4)で cos 2t = −1と tをとり，H = i(Ejj − Ekk)とお
くと，

(exp tadFjk)i(Ejj − Ekk) = i(Ekk − Ejj)

H =
∑

l ̸=j,k ixlEllとおくと，(exp tadFjk)H = H．そこで，σ ∈ Snに対
し，Snを tに

σ(
∑
l

ixlEll) =
∑
l

ixlEσ(l),σ(l)

によって作用させると Sn ⊂ W (T )となる．逆の包含は既に示したから，
W (T ) = Sn．
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5 等質空間
X を集合とする．X からX への全単射全体のなす群を S(X)と表し，

X 上の対称群という．σ ∈ S(X)と x ∈ X に対し，σ(x) ∈ X が定まる．
これを S(X)のXへの作用と言う．この講義では，ベクトル空間や内積
をもつベクトル空間，あるいはこれらから派生してくる空間をXとして
考えたい．すると，Xは和やスカラー倍，内積といった様々な構造をも
つので，これらを保つS(X)の部分群の作用を考えることは自然なことに
なる．たとえばベクトル空間の和とスカラー倍を保つ作用は線形変換に
他ならない．G̃をS(X)の部分群とすると，G̃のXへの作用が，g ∈ G̃と
x ∈ Xに対し，g(x) ∈ Xで定まる．ほとんど同じことであるが，群Gと
準同型写像 ρ : G → S(X) があれば，GのXへの作用が g ∈ Gと x ∈ X

に対し，ρ(g)x ∈ X で定まる．記号 ρは前後関係から明らかな場合には
省くこともある．このとき，x ∈ Xに対し，

Gx = {gx | g ∈ G} ⊂ X

を xを通る G-軌道または単に xを通る軌道と言う．x, y ∈ X に対し，
Gx = Gyとなる必要十分条件は，g ∈ Gが存在して，gx = yとなること
である．
x ∈ Xに対し，xにおけるイソトロピー部分群Gxを

Gx = {g ∈ G | gx = x}

と定める．GxはGの部分群である．
群Gの集合Xへの作用が推移的であるとは，任意の x, y ∈ Xに対し，
ある g ∈ Gが存在して，y = gxとなるときをいう．このとき，X をG-

等質空間または単に等質空間という．G-等質空間の軌道空間は 1点から
なる．
XがG-等質空間のとき，任意の x ∈ Xに対し，

G/Gx ↔ X; gGx ↔ gx

はwell-definedで全単射となる．

5.1 Euclid空間

n次元 Euclid空間RnにGL(n,R)× Rnを次のように作用させる．

(g, y)x = gx+ y (g ∈ GL(n,R), x, y ∈ Rn)
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このとき，

(g1, y1)((g2, y2)x) = (g1, y1)(g2x+ y2) = (g1g2, g1y2 + y1)x

このことを踏まえて，集合としての直積GL(n,R)× Rnに群演算を

(g1, y1)(g2, y2) = (g1g2, g1y2 + y1)

で定義したものを，GL(n,R)⋉Rnと表し，GL(n,R)とRnとの半直積と
いう．GL(n,R)と Rnの部分群 {En} × Rnは Rnに平行移動として作用
する．この作用は推移的である．よって，GをGL(n,R)の部分群とする
と，G⋉RnもRnに推移的に作用する．原点Oにおけるイソトロピー部
分群は

(G⋉Rn)O = {(g, 0) | g ∈ G} = G

よって，Rnの等質空間としての表示

Rn = (G⋉Rn)/G

が得られる．二点 x1, x2 ∈ Rnの距離を d(x1, x2)と表す：

d(x1, x2) = ∥x1 − x2∥

問題 5.1. (g, y) ∈ O(n)⋉Rn, x1, x2 ∈ Rnに対し，

d((g, y)x1, (g, y)x2) = d(x1, x2)

が成り立つことを示せ．

GL(n,R)⋉Rnの部分群O(n)⋉RnをEuclid運動群という．

問題 5.2. x ∈ Rnに対し，Rnの変換 sxを

sx(y) = 2x− y

と定め，Rnの点 xにおける点対称という．

F (sx,Rn) = {y ∈ Rn | sx(y) = y}

とおくとき，次を示せ．

(1) F (sx,Rn) = {x}．

(2) s2x = 1．

(3) y, z ∈ Rnに対し，d(sxy, sxz) = d(y, z)．

(4) u ∈ Rnに対し， d
dt
sx(x+ tu)|t=0 = −u．
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5.2 球面

O(n), SO(n)はそれぞれn−1次元球面Sn−1に推移的に作用する．en =
t(0, · · · , 0, 1)におけるイソトロピー部分群はそれぞれ

O(n)en = O(n− 1), SO(n)en = SO(n− 1)

ゆえに Sn−1の等質空間としての表示

Sn−1 = O(n)/O(n− 1) = SO(n)/SO(n− 1)

が得られる．
U(n), SU(n)は 2n− 1次元球面 S2n−1 ⊂ Cnに推移的に作用する．それ
ぞれの en ∈ Cnにおけるイソトロピー部分群は

U(n)en =

{(
g 0

0 1

)∣∣∣∣∣ g ∈ U(n− 1)

}
∼= U(n− 1),

SU(n)en =

{(
g 0

0 1

)∣∣∣∣∣ g ∈ SU(n− 1)

}
∼= SU(n− 1)

ゆえに S2n−1の等質空間としての表示

S2n−1 = U(n)/U(n− 1) = SU(n)/SU(n− 1)

が得られる．

問題 5.3. x ∈ Sn−1(⊂ Rn)に対し，Rnの変換 sxを

sx(y) = −y + 2⟨y, x⟩x

と定め，Sn−1の xにおける点対称という．

F (sx, S
n−1) = {y ∈ Sn−1 | sx(y) = y}

とおくとき，次を示せ．

(1) sx ∈ O(n), s2x = 1

(2) sx(S
n−1) = Sn−1

(3) F (sx, S
n−1) = {x,−x}

66



5.3 Grassmann多様体

Rnの k次元部分空間全体のなす集合を実Grassmann多様体といい，
Gk(Rn)と表す．GL(n,R)のRnへの標準的な作用はGL(n,R)のGk(Rn)

への作用を誘導する：

gV = {gv | v ∈ V } (V ∈ Gk(Rn), g ∈ G)

SO(n), O(n)はGL(n,R)の部分群だから，これらもGk(Rn)に作用する．
SO(n)のGk(Rn)への作用は推移的だから，O(n), GL(n,R)のGk(Rn)へ
の作用も推移的になる．それぞれのRk ∈ Gk(Rn)におけるイソトロピー
部分群は

B := GL(n,R)Rk

=

{(
g11 g12
O g22

)∣∣∣∣∣ g11 ∈ GL(k,R), g22 ∈ GL(n− k,R),
g12 ∈ M(k, n− k;R)

}
,

O(n)Rk = B ∩O(n) = O(k)×O(n− k),

SO(n)Rk = O(n)Rk ∩ SO(n) = S(O(k)×O(n− k))

ここで，

O(k)×O(n− k) =

{(
a O

O b

)∣∣∣∣∣ a ∈ O(k), b ∈ O(n− k)

}
,

S(O(k)×O(n− k)) =

{(
a O

O b

)
∈ O(k)×O(n− k)

∣∣∣∣∣ |a||b| = 1

}

よって，Gk(Rn)の等質空間としての表示

Gk(Rn) = GL(n,R)/B
= O(n)/(O(k)×O(n− k))

= SO(n)/S(O(k)×O(n− k))

が得られる．特に，G1(Rn)を実射影空間 (real projective space) といい，
P n−1(R) = G1(Rn)と表す．

問題 5.4. Sn−1 → P n−1(R);u 7→ Ruは 2 : 1の全射になることを示せ．
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Cn の k次元複素部分空間全体のなす集合を複素Grassmann多様体
といい，Gk(Cn)と表す．GL(n,C)の Cn への標準的な作用は GL(n,C)
のGk(Cn)への作用を誘導する．SU(n), U(n)はGL(n,C)の部分群だか
ら，これらもGk(Cn)に作用する．SU(n)のGk(Cn)への作用は推移的だ
から，U(n), GL(n,C)の Gk(Cn)への作用も推移的になる．それぞれの
Ck ∈ Gk(Cn)におけるイソトロピー部分群は

B := GL(n,C)Ck

=

{(
g11 g12
O g22

)∣∣∣∣∣ g11 ∈ GL(k,C), g22 ∈ GL(n− k,C),
g12 ∈ M(k, n− k;C)

}
,

U(n)Ck = B ∩ U(n) = U(k)×O(n− k),

SU(n)Ck = U(n)Ck ∩ SU(n) = S(U(k)× U(n− k))

よって，Gk(Cn)の等質空間としての表示

Gk(Cn) = GL(n,C)/B
= U(n)/(U(k)× U(n− k))

= SU(n)/S(U(k)× U(n− k))

が得られる．特に，G1(Cn)を複素射影空間 (complex projective space)と
いい，P n−1(C) = G1(Cn)と表す．

Rnの向きをもつ k(≥ 1)次元部分空間全体のなす集合を G̃k(Rn)と表
す．k 次元部分空間 V ⊂ Rn の順序基底 {v1, · · · , vk} の定める向きを
[{v1, · · · , vk}]と表すと，

G̃k(Rn) = {(V, [{±v1, v2, · · · , vk}]) | V ∈ Gk(Rn)}

GL(n,R)は G̃k(Rn)に自然に作用する：

g(V, [{v1, v2, · · · , vk}]) = (gV, [{gv1, gv2, · · · , gvk}]) (g ∈ GL(n,R))

k = nのとき，G̃n(Rn) = {(Rn, [{±e1, e2, · · · , en}]) (二点集合)であり，
SO(n)(⊂ GL(n,R))は推移的に作用しないが，O(n)は推移的に作用す
る．(Rn, [{e1, · · · , en}])におけるイソトロピー部分群は

GL(n,R)(Rn,[{e1,··· ,en}]) = GL+(n,R) = {g ∈ GL(n,R) | |g| > 0},
O(n)(Rn,[{e1,··· ,en}]) = GL+(n,R) ∩O(n) = SO(n)

68



よって，G̃n(Rn)の等質空間による表示

G̃n(Rn) = GL(n,R)/GL+(n,R) = O(n)/SO(n)

が得られる．1 ≤ k ≤ n− 1のとき，SO(n)は G̃k(Rn)に推移的に作用す
る．(Rn, [{e1, · · · , en}])におけるイソトロピー部分群は

B = GL(n,R)(Rn,[{e1,··· ,en}]) =


(
g11 g12
O g22

)∣∣∣∣∣
g11 ∈ GL+(k,R),
g22 ∈ GL(n− k,R),
g12 ∈ M(k, n− k;R)

 ,

O(n)(Rn,[{e1,··· ,en}]) = SO(k)×O(n− k),

SO(n)(Rn,[{e1,··· ,en}]) = SO(k)× SO(n− k)

よって，G̃k(Rn) (1 ≤ k ≤ n− 1)の等質空間による表示

G̃k(Rn) = GL(n,R)/B
= O(n)/(SO(k)×O(n− k))

= SO(n)/(SO(k)× SO(n− k))

が得られる．

問題 5.5. G̃k(Rn)の元の向きを忘れる写像

G̃k(Rn) → Gk(Rn); (V, [{v1, · · · , vk}]) 7→ V

は 2 : 1の全射になることを示せ．

5.4 旗多様体

Rnの部分空間の列 V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vk = Rn に対し，dj := dimVj と
おく．組 (V1, · · · , Vk)が実旗 (flag)であるとは，0 < d1 < · · · < dk(= n)

となるときを言う．9このとき，組 (d1, · · · , dk)を実旗 (V1, · · · , Vk)の符号
(signature)という．符号 (d1, · · · , dk)の実旗の全体F(d1,··· ,dk)(R)を実旗多
様体 (real flag manifold)という．特に，(d1, · · · , dk) = (1, · · · , n)のとき，

9「旗」という感じがするでしょうか？R2の旗 (V1, V2),dimVj = jは V1が旗につい
ている棒で，V2 が旗本体のイメージである．
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F(1,··· ,n)(R)を充満実旗多様体 (full real flag manifold)という．GL(n,R)
は F(d1,··· ,dk)(R)に

g(V1, · · · , Vk) = (gV1, · · · , gVk)

ただし， g ∈ GL(n,R), (V1, · · · , Vk) ∈ F(d1,··· ,dk)(R)

によって作用する．この作用が推移的であることを示そう．そのために，
(V1, · · · , Vk) ∈ F(d1,··· ,dk)(R)とする．Rnに標準内積を入れ，V1の「正規
直交基底」を拡張し V2の「正規直交基底」をつくり，· · ·，Vk−1の「正
規直交基底」を拡張し Vk = Rnの「正規直交基底」{u1, · · · , un}をつく
る．このとき，g = (u1, · · · , un)とおくと，g ∈ O(n)であり，自然な包含
Rd1 ⊂ · · · ⊂ Rdk に対し，gRdi = Viとなるから，F(d1,··· ,dk)(R)はO(n)-等
質空間である．必要があれば，g = (u1, · · · , un)を g = (−u1, u2, · · · , un)

に取り換えることにより．F(d1,··· ,dk)(R)は SO(n)-等質空間であることも
わかる．特に，F(d1,··· ,dk)(R)はGL(n,R)-等質空間でもある（これを直接
示すには上の「正規直交基底」の部分を「基底」に置き換えればよい）．
イソトロピー部分群は

B := GL(n,R)(Rd1 ,··· ,Rdk )

=



x11 ∗ ∗ ∗

x22 ∗ ∗
. . . ∗

xkk

 ∈ GL(n,R)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣xii ∈ M(di − di−1,R)

 ,

O(n)(Rd1 ,··· ,Rdk ) = B ∩O(n) = O(d1)×O(d2 − d1)× · · · ×O(dk − dk−1),

SO(n)(Rd1 ,··· ,Rdk ) = S(O(d1)×O(d2 − d1)× · · · ×O(dk − dk−1))

よって，F(d1,··· ,dk)(R)の等質空間としての表示

F(d1,··· ,dk)(R) = GL(n,R)/B
= O(n)/(O(d1)×O(d2 − d1)× · · · ×O(dk − dk−1))

= SO(n)/S(O(d1)×O(d2 − d1)× · · · ×O(dk − dk−1))

が得られる．
Cnの複素部分空間の列 V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn = Cn の組 (V1, · · · , Vn)

に対し，dj = dimC とおく．組 (V1, · · · , Vn)が複素旗であるとは，0 <

d1 < · · · < dk(= n)となるときを言う．このとき，組 (d1, · · · , dk)を複
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素旗 (V1, · · · , Vk)の符号 (signature)という．符号 (d1, · · · , dk)の複素旗の
全体F(d1,··· ,dk)(C)を複素旗多様体 (complexl flag manifold)という．特に，
(d1, · · · , dk) = (1, · · · , n)のとき，F(1,··· ,n)(C)を充満複素旗多様体 (full

complex flag manifold)という．GL(n,C)は F(d1,··· ,dk)(C)に

g(V1, · · · , Vk) = (gV1, · · · , gVk)

ただし， g ∈ GL(n,C), (V1, · · · , Vk) ∈ F(d1,··· ,dk)(C)

によって作用する．この作用が推移的であることを示そう．そのために，
(V1, · · · , Vk) ∈ F(d1,··· ,dk)(C)とする．Cnに標準 Hermite内積を入れ，V1

の「正規直交基底」を拡張し V2の「正規直交基底」をつくり，· · ·，Vk−1

の「正規直交基底」を拡張し Vk = Cnの「正規直交基底」{u1, · · · , un}
をつくる．このとき，g = (u1, · · · , un)とおくと，g ∈ U(n)であり，自
然な包含 Cd1 ⊂ · · · ⊂ Cdk に対し，gCdi = Viとなるから，F(d1,··· ,dk)(C)
は U(n)-等質空間である．k ∈ Cをうまくとり，kg ∈ SU(n)とすると，
kgCdi = Viとなるから，F(d1,··· ,dk)(C)は SU(n)-等質空間でもある．イソ
トロピー部分群は

B := GL(n,C)(Cd1 ,··· ,Cdk )

=



x11 ∗ ∗ ∗

x22 ∗ ∗
. . . ∗

xkk


∣∣∣∣∣∣∣∣∣xii ∈ M(di − di−1,C)

 ,

U(n)(Cd1 ,··· ,Cdk ) = B ∩ U(n) = U(d1)× U(d2 − d1)× · · · × U(dk − dk−1),

SU(n)(Cd1 ,··· ,Cdk ) = S(U(d1)× U(d2 − d1)× · · · × U(dk − dk−1))

よって，F(d1,··· ,dk)(C)の等質空間としての表示

F(d1,··· ,dk)(C) = GL(n,C)/B
= U(n)/(U(d1)× U(d2 − d1)× · · · × U(dk − dk−1))

= SU(n)/S(U(d1)× U(d2 − d1)× · · · × U(dk − dk−1))

が得られる．

5.5 Euclid空間の内積全体

Rnの内積全体をM と表す．M にGL(n,R)は次のように働く．

(g⟨ , ⟩)(x, y) = ⟨g−1x, g−1y⟩ (g ∈ GL(n,R), ⟨ , ⟩ ∈ M,x, y ∈ Rn)
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Rnの標準基底を {e1, · · · , en}，標準内積を ⟨ , ⟩0とする．⟨ , ⟩ ∈ Mに関す
る正規直交基底 {g1, · · · , gn}を一つとる．このとき，g := (g1, · · · , gn) ∈
GL(n,R)であり，⟨gi, gj⟩ = δij．gei = giだから，

(g−1⟨ , ⟩)(ei, ej) = ⟨gei, gej⟩ = ⟨gi, gj⟩ = δij = ⟨ei, ej⟩0

ゆえに，g−1⟨ , ⟩ = ⟨ , ⟩0．よって，GL(n,R)はM に推移的に作用する．
以上より，M の等質空間としての表示M = GL(n,R)/O(n)が得られる．

5.6 Lagrange部分空間全体

複素ベクトル空間Cnの標準基底を {e1, · · · .en}で表すと，

{e1, · · · , en, ie1, · · · , ien}

はCnの係数体をR に制限した実ベクトル空間の基底になる．R2nの標準
基底を {e1, · · · , en, en+1, · · · , e2n}と表し，iej = en+j (1 ≤ j ≤ n)と同一
視すると，R上ベクトル空間CnはR2nと同一視される：

Cn = Ce1 ⊕ · · · ⊕ Cen = Re1 ⊕ · · · ⊕ Ren ⊕ Rie1 ⊕ · · · ⊕ Rien = R2n

すなわち，

Cn ↔ R2n;

x1 + iy1
...

xn + iyn

↔



x1

...

xn

y1
...

yn


(xj, yj ∈ R)

と同一視している．Cn の演算 v 7→ iv から R2n に複素構造 J が誘導さ
れる：

Jej = iej = en+j, Jen+j = i2ej = −ej (1 ≤ j ≤ n)

行列表示では

J =

(
O −En

En O

)
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R2nの標準内積を ⟨ , ⟩と表す．

u =
n∑

j=1

xjej +
n∑

j=1

yjiej, v =
n∑

j=1

x′
jej +

n∑
j=1

y′jiej ∈ R2n

に対し，

⟨u, v⟩ =
n∑

j=1

(xjx
′
j + yjy

′
j)

ここで，

Ju = −
n∑

j=1

yjej +
n∑

j=1

xjiej, Jv = −
n∑

j=1

y′jej +
n∑

j=1

x′
jiej

だから，⟨Ju, Jv⟩ = ⟨u, v⟩．すなわち，J ∈ O(2n)．特に，∥Ju∥ = ∥u∥．
また，

⟨Ju, u⟩ = ⟨J2u, Ju⟩ = −⟨u, Ju⟩ = −⟨Ju, u⟩

より，⟨Ju, u⟩ = 0が得られる．次に同一視 Cn = R2nの下で U(n)のCn

への作用をR2nへの作用として書けば

U(n) ∼=

{(
A −B

B A

)∣∣∣∣∣ A+ iB ∈ U(n),

A,B ∈ Mn(R)

}
⊂ O(2n)

が得られる．特にU(n)のR2nへの作用は標準内積 ⟨ , ⟩を保つ．U(n)の
Cnへの作用は複素線形だから，任意の g ∈ U(n)について gJ = Jgが得
られる．
R2n = Cnの実 n次元実部分空間 V が Lagrange部分空間であるとは，

V ⊥ JV となるときを言う．例えば，Rn ⊂ Cnは Lagrange部分空間で
ある．Cnの Lagrange部分空間全体 Lag(n)にU(n)は推移的に作用する．
Rnにおけるイソトロピー部分群はO(n)である．ゆえに，Lag(n)の等質
空間としての表示 Lag(n) = U(n)/O(n)が得られた．

問題 5.6. g ∈ U(n)に対して，θ(g) = gとおく．次を示せ．

(1) g ∈ U(n)に対して，θ(g) ∈ U(n)．

(2) g1, g2 ∈ U(n)に対して，θ(g1g2) = θ(g1)θ(g2)．

(3) θ2 = 1

(4) O(n) = {g ∈ U(n) | θ(g) = g}．
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5.7 O(2n)/U(n)

R2nの標準内積を ⟨ , ⟩と表す．R2nの複素構造 J で

⟨Jx, Jy⟩ = ⟨x, y⟩ (x, y ∈ R2n)

を満たすものの全体をJ と表す：

J = {J ∈ End(R2n) | J2 = −1, ⟨Jx, Jy⟩ = ⟨x, y⟩ (x, y ∈ R2n)}

O(2n)は次のようにして，J に作用する：

ρ(g)J = gJg−1 (g ∈ O(2n), J ∈ J }

J ∈ J に対し，
⟨Jx, y⟩ = ⟨J2x, Jy⟩ = −⟨x, Jy⟩

だから，J は ⟨ , ⟩に関して交代的である．交代行列の特殊直交行列に関
する標準形の議論から，g ∈ SO(2n)が存在して，

gJg−1 =


0 −ϵ1
ϵ1 0

. . .

0 −ϵn
ϵn 0


J2 = −1より，ϵi = ±1．さらに，h ∈ O(2n)が存在して，

hgJg−1h−1 =


0 −1

1 0
. . .

0 −1

1 0


ゆえに，O(2n)はJ に推移的に作用する．

J0 =

(
O −En

En O

)
∈ J

におけるイソトロピー部分群は

U(n) ∼=

{(
a −b

b a

)∣∣∣∣∣ a+ ib ∈ U(n)

}
よって，J の等質空間としての表示J = O(2n)/U(n)が得られた．
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5.8 Gp(Rp+q
p )

補題 5.1. V を有限次元実ベクトル空間，⟨ ; ⟩を V 上の非退化対称双一次
形式とする．V の部分空間W に対し，V の部分空間W⊥を

W⊥ = {x ∈ V | ⟨x,W ⟩ = {0}}

と定める．このとき，dimV = dimW + dimW⊥, (W⊥)⊥ = W が成り
立つ．

証明. n = dimV, p = dimW とおく．W の基底 {u1, · · · , up}を V の基底
{u1, · · · , up, up+1, · · · , un} に拡張する．⟨ , ⟩は非退化だから，n次実対称
行列

B := (bij) :=

b1
...

bn

 = (⟨ui, uj⟩)

は正則行列である．このとき，

W⊥ = {
n∑

i=1

xiui | ⟨uj,
n∑

i=1

xiui⟩ = 0 (1 ≤ j ≤ p)}

=


n∑

i=1

xiui |

b11 · · · b1n
...

...

bp1 · · · bpn


x1

...

xn

 = 0


=


n∑

i=1

xiui |

b1
...

bp


x1

...

xn

 = 0


ここで，Bは正則だから，{b1, · · · , bn}は線形独立である．よって，{b1, · · · , bp}
も線形独立であり，

rank

b1
...

bp

 = p

ゆえに，dimW⊥ = n− pとなり，dimV = dimW + dimW⊥．W⊥の定
義より，W ⊂ (W⊥)⊥であるが，上に述べたことから，

dim(W⊥)⊥ = n− dimW⊥ = n− (n− dimW ) = dimW

ゆえに，(W⊥)⊥ = W．
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補題 5.2. V を有限次元実ベクトル空間，⟨ , ⟩を V 上の非退化対称双一次
形式とする．W は V の部分空間で，⟨ , ⟩のW への制限も非退化と仮定
する．このとき，⟨ , ⟩のW⊥への制限も非退化で，

V = W ⊕W⊥ (直交直和)

が成り立つ．

証明. ⟨ , ⟩のW への制限も非退化だから，

W ∩W⊥ = {x ∈ W | ⟨x,W ⟩ = {0}} = {0}

よって，W +W⊥ = W ⊕W⊥ ⊂ V．前補題より，

dim(W ⊕W⊥) = dimW + dimW⊥ = dimV

だから，V = W ⊕W⊥．x ∈ W⊥が ⟨x,W⊥⟩ = {0}を満たしたとすると，
V = W ⊕W⊥より，⟨x, V ⟩ = {0}．⟨ , ⟩は V 上で非退化だから，x = 0．
ゆえに，⟨ , ⟩はW⊥上で非退化である．

Rp+q
p = (Rp+q, ⟨ , ⟩) 内の p 次元部分空間 V で ⟨ . ⟩ の V への制限が正

定値となるものの全体を Gp(Rp+q
p ) と表す．たとえばRp ∈ Gp(Rp+q

p )であ
る．V ∈ Gp(Rp+q

p ) に対し，Rp+q
p の部分空間 V ⊥を

V ⊥ = {x ∈ V | ⟨x, V ⟩ = {0}}

と定めると，⟨ . ⟩ の V への制限が正定値となることから，

Rp+q
p = V ⊕ V ⊥ (直交直和)

が成り立つ．⟨ . ⟩ の V ⊥ への制限も非退化でその符号数は，Sylvesterの
慣性法則より，(0, q)になる．すなわち，⟨ . ⟩ の V ⊥ への制限は負定値
である．そこで V の正規直交基底 {u1, · · · , up} (⟨ui, uj⟩ = δij) と V ⊥の
正規直交基底 {v1, · · · , vq} (⟨vi, vj⟩ = −δij) を並べて Rp+q

p の正規直交基
底 {u1, · · · , up, v1, · · · , vq}をつくり，g := (u1, · · · , up, v1, · · · , vq)とおく
と，g ∈ O(p, q)であり，gRp = V．よって，Gp(Rp+q

p )はO(p, q)-等質空間
である．必要があれば，u1を−u1に v1を−v1に置き換えることにより，
Gp(Rp+q

p )はSO0(p, q)-等質空間でもある．特に，Gp(Rp+q
p )はSO(p, q)-等

質空間でもある．Rpにおけるイソトロピー部分群は

O(p, q)Rp = O(p)×O(q),

SO(p, q)Rp = O(p, q)Rp ∩ SO(p, q) = S(O(p)×O(q)),

SO0(p, q)Rp = SO(p, q)Rp ∩ SO0(p, q) = SO(p)× SO(q)
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よって，Gp(Rp+q
p )の等質空間としての表示

Gp(Rp+q
p ) = O(p, q)/(O(p)×O(q))

= SO(p, q)/S(O(p)×O(q))

= SO0(p, q)/(SO(p)× SO(q))

が得られる．
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6 問題解答
問題 1.1. 次を示せ．

(1) 2 次交代行列

J =

(
0 −1

1 0

)
に対して exp tJ =

(
cos t − sin t

sin t cos t

)
.

(2) 2 次対称行列

A =

(
0 1

1 0

)
に対して exp tA =

(
cosh t sinh t

sinh t cosh t

)
.

(3) 成分が全て 1 の n 次正方行列

X =

1 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 1

に対して exp tX = En +
1

n
(etn − 1)X

証明. (1) J2 −−1より，J2n = (−1)n, J2n+1 = (−1)nJ．これらを用いて

exp tJ =
∞∑
n=0

t2n

(2n)!
J2n +

∞∑
n=0

t2n+1

(2n+ 1)!
J2n+1

=

(
∞∑
n=0

(−1)nt2n

(2n)!

)
1 +

(
∞∑
n=0

(−1)nt2n+1

(2n+ 1)!

)
J

= (cos t)1 + (sin t)J

=

(
cos t − sin t

sin t cos t

)
(2) A2 = 1より，A2n = 1, A2n+1 = A．これらを用いて

exp tA =
∞∑
n=0

t2n

(2n)!
A2n +

∞∑
n=0

t2n+1

(2n+ 1)!
A2n+1

=

(
∞∑
n=0

t2n

(2n)!

)
1 +

(
∞∑
n=0

t2n+1

(2n+ 1)!

)
A

= (cosh t)1 + (sinh t)A

=

(
cosh t sinh t

sinh t cosh t

)
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(3) X2 = nX,X3 = n2X, · · · , Xk = nk−1X (k = 1, 2, · · · )が成り立つ．
これを用いて，

exp tX = 1 +

(
∞∑
k=1

tk

k!
nk−1

)
X = 1 +

1

n
(etn − 1)X

問題 1.2. 次を示せ．

(1) (a, b) ̸= (0, 0)となる実数 a, bに対し，λ =
√
a2 + b2とおく．

X =

(
a b

b −a

)
に対し，

expX =
1

λ

(
λ coshλ+ a sinhλ b sinhλ

b sinhλ λ coshλ− a sinhλ

)

(2) (c, d) ̸= (0, 0)となる実数 c, dに対し，

Y =

(
c d

d −c

)
とおく．この Y と (1)のXについて，expX = expY ならば，X =

Y．

証明. (1) X2 = λ2E2より，X2 = λ2E2．両辺をm乗して，X2m = λ2mE2．
両辺にXをかけてX2m+1 = λ2mX．以上より，

expX =

(
∞∑

m=0

λ2m

(2m)!

)
E2 +

1

λ

(
∞∑

m=0

λ2m+1

(2m+ 1)!

)
X

=
1

λ

(
λ coshλ+ a sinhλ b sinhλ

b sinhλ λ coshλ− a sinhλ

)

(2)仮定より，tr(expX) = tr(expY )だから，2 coshλ = 2 cosh
√
c2 + d2．

よって，λ =
√
c2 + d2(̸= 0)．仮定より

a sinhλ = c sinhλ, b sinhλ = d sinhλ.

ゆえに，a = c, b = dとなり，X = Y が得られる．
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問題 1.3. 定理 1.2中の α1, · · · , αk はX の固有値全部と一致することを
示せ．

証明. Xの固有多項式を fX(λ)と表すと，

fX(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣λE −

Jn1(α1)
. . .

Jnk
(αk)


∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣
λEn1 − Jn1(α1)

. . .

Enk
− Jnk

(αk)

∣∣∣∣∣∣∣
= |λEn1 − Jn1(α1)| · · · |Enk

− Jnk
(αk)|

= (λ− α1)
n1 · · · (λ− αk)

nk

よって，α1, · · · , αk はX の固有値全部と一致する．

問題 1.4. X ∈ Mn(C)について，次を示せ．

(1) expX = expX

(2) expX∗ = (expX)∗

証明. (1) 任意の自然数N について，

N∑
m=0

1

m!
Xm =

N∑
m=0

1

m!
X

m

N → ∞とすると，expX = expX．
(2) (1)の結果を用いて，

expX∗ = exp tX = exp tX ((1)より)

= t(expX) = (expX)∗

問題 1.5. 定理 1.5と定理 1.3, (2)を用いて次を示せ．X ∈ Mn(C)と
する．Mn(C)内の曲線 C(t)が初期条件 C(0) = 1を満たす微分方程式
Ċ(t) = C(t)Xの解ならばC(t) = exp tXとなる．
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証明. A(t) = tC(t)とおくと，A(0) = t1 = 1．また，

Ȧ(t) =
d

dt
tC(t) = tĊ(t) = t(C(t)X) = tX tC(t) = tXA(t)

定理 1.5より，A(t) = exp ttX．定理 1.3, (2)より C(t) = t(exp ttX) =

exp tX．

問題 1.6. 次の行列Aについて exp tAを求めよ．

(1) A =

(
4 2

−3 −1

)
(2) A =

(
3 1

−1 1

)

解答. Aの固有多項式を fA(t) = |tE − A|と表す．
(1) fA(t) = (t − 1)(t − 2)より，Aの固有値は 1と 2．これらに対する
固有ベクトルを並べて

P =

(
2 1

−3 −1

)
とおくと，P は正則であり，

A = P

(
1 0

0 2

)
P−1

よって，

exp tA = P

(
et 0

0 e2t

)
P−1 =

(
3e2t − 2et 2(e2t − et)

−3(e2t − et) −2e2t + 3et

)

(2) fA(t) = (t− 2)2より，Aの固有値は 2(重解)．固有値 2に対する固

有ベクトルは a

(
1

−1

)
(a ̸= 0)．

P =

(
1 0

−1 1

)

とおくと P は正則であり，P−1AP = 2E +N．ただし，

N =

(
0 1

0 0

)
, n2 = 0
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以上より，

P−1(exp tA)P = e2t

(
1 t

0 1

)
よって，

exp tA = e2t

(
1 + t t

−t 1− t

)

問題 1.7. a2 + b2 > 0となる実数 a, bに対して，3次正方行列Aを

A =

0 −a 0

a 0 −b

0 b 0


と定める．このとき，exp tAを求めよ．

解答. c =
√
a2 + b2 > 0とおくと，Aの固有値は±ci, 0．

g =

0 −a/c b/c

1 0 0

0 b/c a/c


とおくと，g ∈ SO(3)であり，

A = g

0 −c 0

c 0 0

0 0 0

 tg

よって，

exp tA = g

cos ct − sin ct 0

sin ct cos ct 0

0 0 1

 tg

=

 b2

c2
+ a2

c2
cos ct − a

c
sin ct ab

c2
(1− cos ct)

a
c
sin ct cos ct − b

c
sin ct

ab
c2
(1− cos ct) b

c
sin ct a2

c2
+ b2

c2
cos ct



問題 1.8. 定理 1.5を用いて公式 exp(s+ t)X = exp sX exp tXを示せ．
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解答. A(t) = exp tX とおく．A(t + s)A(s)−1(s) = A(t)を示せばよい．
t = 0のとき，左辺= A(s)A(s)−1 = E．左辺の微分は

d

dt
(A(t+ s)A(s)−1) =

(
d

dt
A(t+ s)

)
A(s)−1

=

(
d

du
A(u)u=t+s

)
A(s)−1

= XA(t+ s)A(s)−1 (定理 1.5)

よって，定理 1.5より，A(t+ s)A(s)−1(s) = A(t)．

問題 1.9.

Sym(2) = {X ∈ M2(R) | tX = X},
Sym+(2) = {X ∈ Sym(2) | Xは正定値 },
GL+(2,R) = {X ∈ GL(2,R) | |X| ̸= 0}

とおく．次を示せ．

(1) exp : Sym(2) → Sym+(2);X 7→ expX は全単射である．

(2) [GL+(2,R)の極分解] SO(2)×Sym(2) → GL+(2,R); (g,X) 7→ g expX

は全単射である．

証明. (1)全射性は明らかなので単射性を示す．X,Y ∈ Sym(2)がexpX =

expY を満たしたとすると，expXと expY の固有値全部の集合は一致す
る．ゆえに，Xと Y の固有値全部の集合は一致する．よって，g ∈ SO(2)

が存在して，Y = gX tg．仮定より，

expX = expY = g(expX)tg

h ∈ SO(2)が存在して，

X = h

(
λ1 0

0 λ2

)
th

このとき，

h

(
eλ1 0

0 eλ2

)
th = gh

(
eλ1 0

0 eλ2

)
thtg
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ここで，

SO(2) ∋ x := thgh =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
とおくと，(

eλ1 0

0 eλ2

)(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
eλ1 0

0 eλ2

)

これより，λ1 = λ2または sin θ = 0が得られる．
λ1 = λ2のとき，X = λ1E = Y．
sin θ = 0のとき，gh = ±hより，g = ±E，よって Y = X．
いずれも場合もX = Y が得られる．
(2) まず，全射性を示す．x ∈ GL+(2,R)に対して，txxは正定値対称

行列だから，(1)より一意に X ∈ Sym(2)が存在して，txx = exp 2X．
g := x exp(−X)とおくと，|g| = |x|e−tr(X) > 0．さらに，

tgg = exp(−X)txx exp(−X) = E

だから，g ∈ SO(2)であり，x = g expX．ゆえに全射性が示された．
次に単射性を示す．g1, g2 ∈ SO(2), X1, X2 ∈ Sym(2)に対し，

g1 expX1 = g2 expX2

と仮定すると，
SO(2) ∋ g−1

2 g1 = expX2 exp(−X1)

よって
E = tgg = exp(−X1) exp 2X2 exp(−X1)

よって，exp 2X1 = exp 2X2 が得られ，(1)より X1 = X2．このとき，
g1 = g2．ゆえに単射性も示された．

問題 1.10. [前問の続き]

Sym0(2) = {X ∈ Sym(2) | tr(X) = 0},
S(Sym+(2)) = {X ∈ Sym+(2) | |X| = 1}

とおく．次を示せ．

(1) exp : Sym0(2) → S(Sym+(2));X 7→ expX は全単射である．

84



(2) [SL(2,R)の極分解] SO(2)×Sym0(2) → SL(2,R); (g,X) 7→ g expX

は全単射である．

証明. (1) 単射性は全問 (1)の単射性から従う．全射性は全問 (1)と同様
にして示される．
(2) 単射性は全問 (2)の単射性から従う．全射性を示す．任意の x ∈

SL(2,R) ⊂ GL(2,R)に対し，(2)より g ∈ SO(2)とX ∈ Sym(2)が存在
して，x = g expX．このとき，

1 = |x| = | expX| = etr(X)

より，tr(X) = 0となり，X ∈ Sym0(2)．ゆえに全射性が示された．

問題 1.11. 写像

SO(2)× R2 → SL(2,R);((
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
, (s, t)

)
7→

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
et set

0 e−t

)

は全単射であることを示せ．

証明. 記述を簡単にするために

R(θ) =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

とおく．始めに単射性を示す．

R(θ1)R(θ1)

(
et1 s1e

t1

0 e−t1

)
= R(θ2)

(
et2 s2e

t2

0 e−t2

)

と仮定すると，

R(θ1 − θ2) = R(θ1)

(
et2−t1 (s2 − s1)e

t1+t2

0 e−t2+t1

)

成分を比較して，

sin(θ1 − θ2) = 0, s1 = s2, cos(θ1 − θ2) = et2−t1 = e−t2+t1 > 0

よって，sin θ1 = sin θ2, cos θ1 = cos θ2, t1 = t2．ゆえに単射性が示された．
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全射性を示す．

x =

(
x11 x12

x21 x22

)
∈ SL(2,R)

に対し，

R =
1√

x2
11 + x2

21

(
x11 −x21

x21 x22

)
とおくと，R ∈ SO(2)であり，

R−1x =

√x2
11 + x2

21
x11x12+x21x22√

x2
11+x2

21

0 1√
x2
11+x2

21


√

x2
11 + x2

21 > 0より，t > 0が存在して，et =
√
x2
11 + x2

21. このとき，
e−t = 1√

x2
11+x2

21

．

s :=
x11x12 + x21x22

x2
11 + x2

21

=
x11x12 + x21x22√

x2
11 + x2

21

e−t

とおくと，
x11x12 + x21x22√

x2
11 + x2

21

= set

よって，

R−1x =

(
et set

0 e−t

)
となり，全射性が示された．

問題 1.12. φ : GL(n,K) → GL(n,K)が準同型写像ならば，φ(En) = En

となることを示せ．ただし，Enは n次単位行列である．

φ(En) = φ(E2
n) = (φ(En))

2．φ(En)は正則行列だから，両辺にφ(En)
−1

をかけて，φ(En) = En．

問題 1.13. 次を示せ．

(1) 恒等写像 1 : GL(n,K) → GL(n,K) の微分写像は恒等写像 1 :

gl(n,K) → gl(n,K) である．

(2) 可微分準同型写像φ : GL(n,K) → GL(n,K)がφm = 1を満たすな
らば，(dφ)m = 1となる．
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証明. (1)は明らかである．
(2)は (1)の結果を用いて，(dφ)m = d(φm) = d1 = 1．

問題 1.14. 二つの可微分準同型写像φ1, φ2 : GL(n,K) → GL(n,K) に対
し，d(φ1φ2) = (dφ1)(dφ2)が成り立つことを示せ．

証明. 仮定より，φ1φ2も可微分準同型写像である．

exp td(φ1φ2)X = φ1φ2(exp tX) (d(φ1φ2)の定義)

= φ1(exp t(dφ2)X) (dφ2の定義)

= exp t(dφ1)(dφ2)X (dφ1の定義)

ゆえに，d(φ1φ2) = (dφ1)(dφ2)．

問題 1.15. 次を示せ．

(1) φ : GL(n,K) → GL(n,K); g 7→ tg−1は可微分準同型写像であるこ
とを示せ．また，(dφ)X = −tXとなることを示せ．

(2) φ : GL(n,C) → GL(n,C); g 7→ gは可微分準同型写像であることを
示せ．また，(dφ)X = Xとなることを示せ．

証明. (1) φが可微分準同型写像になることは明らかである．

φ(exp tX) = t(exp tX)−1 = exp(−ttX)

ゆえに，(dφ)(X) = −tX．
(2) φが可微分準同型写像になることは明らかである．

φ(exp tX) = exp tX = exp tX

よって，(dφ)(X) = X．

問題 1.16. a ∈ GL(n,K)に対し，可微分同型写像 φa : GL(n,K) →
GL(n,K)を φa(g) = aga−1と定める．φaの微分写像 dφaは

dφa(X) = aXa−1

で与えられることを示せ．
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証明. 任意の t ∈ Rに対し，

φa(exp tX) = a(exp tX)a−1 = exp t(aXa−1)

よって，dφa(X) = aXa−1．

問題 1.17. a, b ∈ GL(n,K), X, Y ∈ gl(n,K)に対して，次を示せ．

(1) Ad(ab) = Ad(a)Ad(b)

(2) Ad(a−1) = (Ad(a))−1

(3) Ad(a)[X,Y ] = [Ad(a)X,Ad(a)Y ]

証明. (1) Adの定義から

Ad(ab)X = (ab)X(ab)−1 = a(bXb−1)a−1 = a(Ad(b)X)a−1

= Ad(a)Ad(b)X

(2) (1)の結果を用いて，Ad(a)Ad(a−1) = Ad(aa−1) = Ad(En) = 1．同
様に，Ad(a−1)Ad(a) = 1．ゆえに，Ad(a−1) = (Ad(a))−1．
(3) [X,Y ] = XY − Y Xを用いて，

Ad(a)[X,Y ] = a(XY − Y X)a−1 = (aXa−1)(aY a−1)− (aY a−1)(aXa−1)

= [aXa−1, aY a−1] = [Ad(a)X,Ad(a)Y ]

問題 2.1. gを実 Lie環とする．gC = {X + iY | X,Y ∈ g} で実ベクトル
空間 gの複素化を表す．X1, X2, Y1, Y2 ∈ gに対し，

[X1 + iX2, Y1 + iY2] = ([X1, Y1]− [X2, Y2]) + i([X2, Y1] + [X1, Y2]) ∈ gC

で gCに [ , ]を定義すると，gCは複素 Lie環になることを示せ．

問題 2.2. X,Y ∈ gについて，ad[X,Y ] = [ad(X), ad(Y )]．

証明. Jacobiの恒等式から

(ad[X,Y ])Z = [[X,Y ], Z]

= [[Y, Z], X]− [[Z,X], Y ] (Jacobiの恒等式)

= [X, [Y, Z]]− [Y, [X,Z]]

= (ad(X)ad(Y )− ad(Y )ad(X))(Z)

= [ad(X), ad(Y )](Z)
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問題 2.3. 次を示せ．

(1) ∂(g)は gl(g)の部分環である．

(2) D ∈ ∂(g)とX ∈ gに対し，ad(DX) = [D, adX].

(3) ad(g)は ∂(g)のイデアルである．

証明. (1) D1, D2 ∈ ∂(g), X, Y ∈ gとする．このとき，

D1D2[X,Y ] = D1([D2X,Y ] + [X,D2Y ])

= [D1D2X,Y ] + [D2X,D1Y ] + [D1X,D2Y ] + [X,D1D2Y ]

D1とD2の役割を交換し，

D2D1[X,Y ] = [D2D1X,Y ] + [D1X,D2Y ] + [D2X,D1Y ] + [X,D1D2Y ]

上二式の差をとり，

[D1, D2]([X,Y ]) = [[D1, D2]X,Y ] + [X, [D1, D2]Y ]

よって，[D1, D2] ∈ ∂(g)．ゆえに，∂(g)は gl(g)の部分環である．
(2) Y ∈ gとする．

(ad(DX))(Y ) = [DX, Y ] (adの定義)

= D[X,Y ]− [X,DY ] (D: 微分)

= [D, adX](Y )

よって，ad(DX) = [D, adX]．
(3) (2)より，[D, adX] = ad(DX) ∈ ad(g)．よって，ad(g)は ∂(g)のイ
デアルである．

問題 2.4. hを Lie環 gのイデアルとする．gのKilling形式をBと表す．
このとき，次を示せ．

(1) Bの hへの制限 (正確には h× h への制限) は hのKiliing形式に一
致する．

(2) h⊥ := {X ∈ g | B(X, h) = {0}} とおくと，h⊥も gのイデアルで
ある．
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解答. (2)

B([h⊥, g], h) = B(h⊥, [g, h]) ⊂ B(h⊥, h) = {0}

よって，h⊥も gのイデアルである．

問題 2.5. [次元公式] V を実ベクトル空間，⟨ , ⟩をV 上の対称双一次形式
とする．部分空間W ⊂ V に対し，V の部分空間W⊥をW⊥ = {v ∈ V |
⟨v,W ⟩ = {0}}と定める．このとき，

dimW + dimW⊥ = dimV + dim(W ∩ V ⊥)

となることを示せ．また，⟨ , ⟩が非退化のときには，

dimW + dimW⊥ = dimV

となることを示せ．

証明. {E1, · · · , Ek}をW の基底とし，これを拡張して V の基底

{E1, · · · , Ek, Ek+1, · · · , En}

をつくる．このとき，

W⊥ = {
n∑

i=1

xiEi |
n∑

i=1

⟨Ei, El⟩xi = 0 (1 ≤ l ≤ k)}

∼=


x1

...

xn

 ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣∣
⟨E1, E1⟩ · · · ⟨En, E1⟩

...
...

⟨E1, Ek⟩ · · · ⟨En, Ek⟩


x1

...

xn

 =

0
...

0




ここで，A ∈ M(k, n;R)を

A =

⟨E1, E1⟩ · · · ⟨En, E1⟩
...

...

⟨E1, Ek⟩ · · · ⟨En, Ek⟩


と定めると，W⊥ ∼= KerAだから，dimW⊥ = dimKerA = dimV −rankA．
よって，

dimW + dimW⊥ = dimV + (dimW − rnakA)
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ここで，

V ⊥ ∩W = {
k∑

i=1

xiEi mod ⟨
k∑

i=1

xiEi, Ej⟩ = 0 (1 ≤ j ≤ n)}

= Ker(tA : Rk → Rn}

より，dim(V ⊥ ∩W ) = dimW − ranktA = dimW − rankA．
⟨ , ⟩が非退化のときには，V ⊥ = {0}となるから，

dimW + dimW⊥ = dimV

が成り立つ．

問題 2.6. g ̸= {0}を Lie環とし，BをそのKilling形式とする．Bは正定
値にはならないことを示せ．

証明. Bが正定値になったとすると，Bに関する正規直交基底 {Ei}が存
在する．このとき，任意のX ∈ gについて，

0 ≤ B(X,X) = tr((adX)2) =
∑
i

B((adX)2Ei, Ei)

= −
∑
i

B([X,Ei], [X,Ei]) ≤ 0

Bは正定値だから，X = 0．よって，g = {0}となり矛盾が起こる．

問題 2.7. compact Lie環の部分環は compactであることを示せ．

証明. gを compact Lie環とすると，定理 2.28より g上に不変内積 ⟨ , ⟩
が存在する．⟨ , ⟩の gの部分環 hへの制限は hの不変内積になる．再び
定理 2.28より，hは compactになる．

問題 2.8. 可換 Lie環は compactになることを示せ．

証明. 可換Lie環 g上の任意の内積は不変内積である．定理 2.28より gは
compactである．

問題 3.1. g ∈ O(p+ q)に対し，|g| = ±1となることを示せ．

証明. tgg = 1の両辺の行列式をとると，

1 = |1| = |tgg| = |tg||g| (積公式)

= |g|2 (転置不変性)

よって，|g| = ±1．
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問題 3.2. SO(p, q), SO0(p, q)の Lie環は so(p, q)に一致することを示せ．

問題 4.1. A(n)は行列の和と実数倍に関して n(n−1)
2
次元ベクトル空間に

なることを示せ．

証明. A(n)が実ベクトル空間になることは明らかである．{Eij−Eji | 1 ≤
i < j ≤ n}はA(n)の基底になるので，dimA(n) = n(n−1)

2
．

問題 4.2. 次を示せ．

(1) cos 2t = −1と t ∈ Rをとるとき，

(exp tadF±
jk)Hp =


∓Hk (p = j),

∓Hj (p = k),

Hl (p ̸= j, k)

(2) nが奇数のとき，

(expπadF±
j )Hp =

{
−Hj (p = j),

Hl (p ̸= j)

証明. (1) H ∈ tとする．自然数 lについて

(adF±
jk)

2l−1H = (−1)l22l−2(xj ± xk)G
±
jk,

(adF±
jk)

2lH = (−1)l22l−1(xj ± xk)(Hj ±Hk)

まず，t ∈ Rを任意とすると，上の関係式から

(exp tadF±
jk)H

= H +
1

2
(cos 2t− 1)(xj ± xk)(Hj ±Hk)−

1

2
(sin 2t)(xj ± xk)G

±
jk

ここで，cos 2t = −1とすると，

(exp tadF±
jk)H = H − (xj ± xk)(Hj ±Hk)

H = Hpとおくと主張が得られる．
(2) H ∈ tとする．自然数 lについて

(adFj)
2l−1H = (−1)lxjGj, (adFj)

2lH = (−1)lxjHj
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これより任意の実数 tについて

(exp tadFj)H = H + (cos t− 1)xjHj − (sin t)xjGj

t = πとおくと，
(expπadFj)H = H − 2xjHj

ここで，H = Hpとおくと主張が得られる．

問題 4.3. 次の条件をみたす g ∈ SO(2m)は存在しないことを示せ：任意
の θ1, θ2, · · · , θm ∈ Rに対して

Ad(g)


θ1J

θ2J
. . .

θmJ

 =


−θ1J

θ2J
. . .

θmJ


ただし，J =

(
0 −1

1 0

)
証明. 仮にそのような gが存在したとして，g = (gij), gij ∈ M(2,R)と表
示すると，

g


θ1J

θ2J
. . .

θmJ

 = (θjgijJ),


−θ1J

θ2J
. . .

θmJ

 g =


−θ1g11J · · · −θ1Jg1m
θ2Jg21 · · · θ2Jg2m

...
...

θmJgm1 · · · θmJgmm


これより，与式が成り立つための必要十分条件は

θjg1jJ = −θ1Jg1j, θjgijJ = θiJgij (i ≥ 2)

よって，i ≠ jのとき，gij = 0であり，gii ∈ O(2), |g11||g22| · · · |gmm| = 1

かつ
g11J = −Jg11, giiJ = Jgii (i ≥ 0)

が成り立つ．第一式から，|g11| = −1,第二式から |gii| = 1 (i ≥ 2)が得ら
れるので，これは |g11||g22| · · · |gmm| = 1に矛盾する．
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問題 4.4. so(n)の上記で定めた極大可換部分環 tに対し，単位格子 Γ =

{H ∈ t | expH = e}を求めよ．

解答.

H =



0 −θ1
θ1 0

. . .

0 −θm
θm 0

(0)


∈ t

に対して，

expH =



cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

. . .

cos θm − sin θm
sin θm cos θm

(1)


だから，

Γ =


2π



0 −θ1
θ1 0

. . .

0 −θm
θm 0

(0)



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θ1, · · · , θm ∈ Z



問題 4.5. 定理 4.13, (1)を用いてW (T )の群の構造を Sm × {±1}mに移
して考えれば，

(σ1, ϵ
1
1, · · · , ϵ1m)(σ2, ϵ

2
1, · · · , ϵ2m) = (σ1σ2, ϵ

1
σ2(1)

ϵ21, · · · , ϵ1σ2(m)ϵ
2
m)

となることを示せ．
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証明. sj ∈ W (T ) (j = 1, 2)に対応するSm×{±1}mの元を (σj, ϵ
j
1, · · · , ϵjm)

と表すと，sj(Hi) = ϵjiHσj(i). これを用いて

(σ1, ϵ
1
1, · · · , ϵ1m)(σ2, ϵ

2
1, · · · , ϵ2m)(Hj) = (σ1, ϵ

1
1, · · · , ϵ1m)(ϵ2jHσ2(j))

= ϵ1σ2(j)
ϵ2jHσ1σ2(j)

= (σ1σ2, ϵ
1
σ2(1)

ϵ21, · · · , ϵ1σ2(m)ϵ
2
m)(Hj)

よって，(σ1, ϵ
1
1, · · · , ϵ1m)(σ2, ϵ

2
1, · · · , ϵ2m) = (σ1σ2, ϵ

1
σ2(1)

ϵ21, · · · , ϵ1σ2(m)ϵ
2
m)．

問題 4.6. tを u(n)の任意の極大可換部分環とする．このとき，z ⊂ tと
なることを示せ．ここで，zは u(n)の中心を表す．

証明. 任意のX ∈ zに対し，t′ = t + RX とおくと，tを含む可換部分環
である．tの極大性により，t = t′ = t+ RX ∋ X. よって，z ⊂ t．

問題 4.7. u(n)の上記で定めた極大可換部分環 tに対し，単位格子 Γ =

{H ∈ t | expH = e}を求めよ．

解答.

Γ = {H ∈ t | expH = e}

=


iθ1

. . .

iθn


∣∣∣∣∣∣∣ eiθj = 1


=

2πi

m1

. . .

mn


∣∣∣∣∣∣∣m1, · · · ,mn ∈ Z


問題 4.8. 次を示せ．

(1) SU(n)は行列の積に関して群になる．

(2)

SU(2) =

{(
z −w

w z

)∣∣∣∣∣ z, w ∈ C,
|z|2 + |w|2 = 1

}

=


(
z −w

w z

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z = cos θ1 + i cos θ2 sin θ1,

w = cos θ3 sin θ2 sin θ1 + i sin θ3 sin θ2 sin θ1,

0 ≤ θ1 ≤ π, 0 ≤ θ2 ≤ π,

0 ≤ θ3 ≤ 2π


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証明. (1)については省略する．
(2) SU(2)の任意の元 gを

g =

(
z11 z12
z21 z22

)
∈ SU(2)

と表示すると，g−1 = g∗, |g| = 1より，(
z22 z12
z21 z11

)
=

(
z11 z12
z21 z22

)

よって，z22 = z11, z12 = −z21．ここで，z := z11, w := z21とおくと，

g =

(
z −w

w z

)
, |z|2 + |w|2 = 1

逆に，上の形の gは SU(2)の元になるから，

SU(2) =

{(
z −w

w z

)∣∣∣∣∣ z, w ∈ C,
|z|2 + |w|2 = 1

}

問題 4.9. su(n)の上記で定めた極大可換部分環 tに対し，単位格子 Γ =

{H ∈ t | expH = e}を求めよ．

解答.

Γ =

2πi

m1

. . .

mn

m1, · · · ,mn ∈ Z,
n∑

j=1

mj = 0



問題 5.1. (g, y) ∈ O(n)⋉Rn, x1, x2 ∈ Rnに対し，

d((g, y)x1, (g, y)x2) = d(x1, x2)

が成り立つことを示せ．
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証明. dの定義と g ∈ O(n)より，

d((g, y)x1, (g, y)x2) = ∥(gx1 + y)− (gx2 + y)∥ (dの定義)

= ∥g(x1 − x2)∥ = ∥x1 − x2∥ (g ∈ O(n))

= d(x1, x2) (dの定義)

問題 5.2. x ∈ Rnに対し，Rnの変換 sxを

sx(y) = 2x− y

と定め，Rnの点 xにおける点対称という．

F (sx,Rn) = {y ∈ Rn | sx(y) = y}

とおくとき，次を示せ．

(1) F (sx,Rn) = {x}．

(2) s2x = 1．

(3) y, z ∈ Rnに対し，d(sxy, sxz) = d(y, z)．

(4) u ∈ Rnに対し， d
dt
sx(x+ tu)|t=0 = −u．

証明. (1) F (sx,Rn) = {y ∈ Rn | 2x− y = y} = {x}．
(2) y ∈ Rnに対し，s2xy = sx(2x− y) = 2x− (2x− y) = y.

(3) sxと dの定義を用いて，

d(sxy, sxz) = d(2x− y, 2x− z) (sxの定義)

= ∥(2x− y)− (2x− z)∥ (dの定義)

= ∥z − y∥ = d(y, z) (dの定義)

(4) sx(x+tu) = 2x−(x+tu) = x−tuだから， d
dt
sx(x+tu)|t=0 = −u．

問題 5.3. x ∈ Sn−1(⊂ Rn)に対し，Rnの変換 sxを

sx(y) = −y + 2⟨y, x⟩x

と定め，Sn−1の xにおける点対称という．

F (sx, S
n−1) = {y ∈ Sn−1 | sx(y) = y}

とおくとき，次を示せ．
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(1) sx ∈ O(n), s2x = 1

(2) sx(S
n−1) = Sn−1

(3) F (sx, S
n−1) = {x,−x}

証明. (1) sxは明らかに線形変換である．

sx(y) =

{
y (y ∈ Rxのとき),

−y (⟨x, y⟩ = 0のとき)

となるので，sx ∈ O(n), s2x = 1．
(2) y ∈ Sn−1とする．(1)より，sx ∈ O(n)だから，∥sx(y)∥ = ∥y∥ = 1．
ゆえに，sx(y) ∈ Sn−1となり，sx(S

n−1) ⊂ Sn−1．y = sx(sx(y))だから，
Sn−1 ⊂ sx(S

n−1)．よって，sx(S
n−1) = Sn−1

(3) x ∈ Sn−1に比例する Sn−1の元は±xに限られることに注意して，

F (sx, S
n−1) = {y ∈ Sn−1 | −y + 2⟨y, x⟩x = y}

= {y ∈ Sn−1 | ⟨y, x⟩x = y} = {±x}

問題 5.4. Sn−1 → P n−1(R);u 7→ Ruは 2 : 1の全射になることを示せ．

問題 5.5. G̃k(Rn)の元の向きを忘れる写像

G̃k(Rn) → Gk(Rn); (V, [{v1, · · · , vk}]) 7→ V

は 2 : 1の全射になることを示せ．

問題 5.6. g ∈ U(n)に対して，θ(g) = gとおく．次を示せ．

(1) g ∈ U(n)に対して，θ(g) ∈ U(n)．

(2) g1, g2 ∈ U(n)に対して，θ(g1g2) = θ(g1)θ(g2)．

(3) θ2 = 1

(4) O(n) = {g ∈ U(n) | θ(g) = g}．

証明. (4) {g ∈ U(n) | θ(g) = g} = U(n) ∩Mn(R) = O(n)
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